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Prélogo

no de los eventos relevantes de la historia de la ciencia estuvo relacionado con la
aparicion de la experimentacion para comprobar las hipdtesis sobre los fendmenos
de la naturaleza. Antes de esta practica, lo hechos que circundaban la realidad,
como la caida de los cuerpos, eran tratados idealmente con explicaciones de diversa indole a

modo de ver por las personas como suficientes y pocas eran puestas en dudas.

En la edad media, Galileo Galilei (1564-1642), inicia un proceso de comprobacion
haciendo uso del método cientifico de las hip6tesis que hasta ese momento eran aceptadas, de
esta manera llega a una maxima que hasta nuestros dias hace parte del Iéxico de las ciencias
“el idioma de la naturaleza son las matematicas” con esta frase el mencionado personaje
histdrico coloca como eje laidea de la existencia de una funcion matematicas que describiera

el comportamiento de los fendmenos.

En la actualidad, aunque existen diversas definiciones sobre modelo, todas coinciden en
el componente matematico presentes en ellos y el objetivo que estos persiguen, pronosticar
un estado de un sistema cualquiera, lo conlleva a que en la formacion de los ingenieros
se constituya en una meta de aprendizaje el papel que juegan diferentes ramas de las

matematicas en el disefio y aplicacion de un modelo.

Bajo la anterior premisa, se presenta el siguiente texto, el cual es resultado de varios
esfuerzos conjuntos por parte de los autores, quienes con su trabajo en las aulas apoyan los
diversos procesos de formacion de los futuros egresado de la Facultad de Ingenieria de la

Corporacion Universitaria Americana.
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Resumen

&Qué son las ecuaciones diferenciales?

Las ecuaciones diferenciales nacen a partir de la concepcién de un problema
el cual se trata de encontrar la funcion primitiva de otra funcion dada, es otras
palabras, se parte de la afirmacion que una funcién f(x) es la derivada de una
funcién F(x), esta F(x) es la denominada primitiva de la funcion f(x).

Las derivadas, en sus diversas aplicaciones describen procesos de cambios
respecto al tiempo de diversos fendmenos de la naturaleza, por lo cual, encontrar
la funcion primitiva es equivalente a calcular un modelo que determina de manera
precisa el estado de un fendmeno en un tiempo t a partir de condiciones iniciales.
En consonancia conlo anterior, una ecuacion diferencial es una forma matematica
de describir hechos del entorno cercano considerando el cambio de este respecto
al tiempo.

Muchas areas del conocimiento toman las ED como herramienta para encontrar
soluciones a las situaciones complejas que se presentan de manera frecuente.
Entre las cuales se pueden destacar:

e Modelamiento

» Ciencias informaticas

e Economia

e Sistemas dinamicos

En este aparte se tratara la relacién entre el modelamiento y las ecuaciones
diferenciales ordinarias llamada EDO.

Palabras claves: ecuaciones diferenciales, modelamiento, sistemas dinamicos.
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1. HISTORIA

Las ED toman relevancia al mismo tiempo que el calculo de variables
desarrollado por Isaac Newton (1643-1727) y Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), quienes en ubicaciones geograficas diferentes
llegaron a las mismas conclusiones mediante planteamientos dispares.
Es asi, que estudiar el problema inverso de la diferenciaciéon dada una
proporcionalidad entre dos cantidades y sus derivadas se convirtié en la
semilla que conllevo a lo que hoy en dia conocemos como las ecuaciones
diferenciales.

1.1 Definicion de Ecuacion Diferencial

Para la definicion de ecuaciones diferenciales o E.D y particularmente en
nuestro caso las ecuaciones diferenciales ordinarias o E.D.O, no hay una
sola, sino que podemos encontrarnos varias y he aqui una de las usadas y
encontradas al momento querer conocer este concepto.

“llamamos ecuacion diferencial a una ecuacion que relaciona una o mas
funciones (variable dependiente) o variables (variable independiente) y sus
derivadas” (Penney & Edwards, 2009).

Para entender esta definicion muy usada de las ecuaciones diferenciales
hay que resaltar varias palabras claves:

e Ecuaciéon
e Variables
e  Funcién

* Derivada

Recordemos un poco estas palabras claves para poder entender que es
una E.D.

1.1.1. Ecuacion
Una ecuacion se puede definir como una igualdad que contiene uno o mas
términos desconocidos, llamados incégnitas, una ecuacion por lo general se
resuelve haciendo uso del método de despeje

Por ejemplo:x+2=5

10
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Esta es una ecuacion ya que esta cumple con la definicién de que x + 2
es igual a decir 5, pero se puede observar que el 2 estd acompafiado de una
X, a esta literal se le conoce como incognita o variable, ya que puede ser
cualquier nimero real que pueda encajar en esa X, pero para este caso solo
un numero puede estar alli, es deducible que parax + 2 =5 debe ser el numero
3 remplazado en esa x, llamada incégnita, pero hay ecuaciones mucho mas
dificiles de desarrollar y utilizan métodos como: eliminacidn, sustitucién,
Gauss Jordan, para resolver esta, solo utilizamos despejamos haciendo uso
de las propiedades de los nameros reales que dice que para conocer una
incognita hay que despejar la propiedad de usando los inversos aditivos, que
no es mas que lo que se hace a un lado de la igualdad afecta también al otro
lado, pero de forma inversa.

X+2=5
x+2 2=5 2
x=3

Remplazamos
®+2=5
1.1.2.Funciéon

Para la funcién tenemos que es la relacién, ley o criterio entre dos
conjuntos que asigna a cada elemento del primer un elemento del segundo
o ninguno f(x) = 3x2 + 2x es igual a decir y = 3x2 + 2x donde reemplazamos
valores en la variable x segtin lo que estemos desarrollando a esta variable
x se le conoce como variable independiente, dado que no depende de nadie
para tener su valor, pero la variable y es conocida como dependiente porque
segun las operaciones realizadas con las funcién y la variable x generara un
valor de salida llamado y, esta variable es también conocida como imagen,
dado que refleja un valor de la variable x.

y = variable dependiente
X = variable independiente

1.1.3.Derivada

Paralas derivadas tenemos que es en palabras de Penney y Edwars (2009)
“un limite hacia el cual tiende la razén entre el incremento de la funciéon y

1



EDO COMO MODELOS MATEMATICOS

el correspondiente a la variable cuando el incremento tiende a cero”. Las
derivadas tienen sus propios métodos, que ya se dan por entendido y que
necesitamos para resolver los problemas presentados, ademas uniendo
todos estos conceptos podemos llegar al desarrollo de problemas de las E.D
yen particular de la E.D.O.

En una ecuacién diferencial lo que se busca es una familia de funciones,
diferente a una ecuacion en la cual el objetivo es hallar un valor tnico que
hace verdadera la igualdad.

Ejemplo:

Y +y6y=0
Y= Cie* + Cae **

1.2 CLASIFICACION DE LAS E.D.

Las ecuaciones diferenciales se dividen en dos grandes grupos de
ecuaciones las ordinarias y las parciales

1.2.1.Clasificacion por su tipo
1. Ordinarias:

Son aquellas que poseen derivadas con respecto a una sola variable
independiente, por ejemplo:

dy/dx=3y
En este caso tenemos una variable independiente x y la dependiente seriay.
2. Parciales

Son aquellas que poseen derivadas con respecto a dos o mas variables
independientes, por ejemplo:

ay _
a+2y—52

12
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En este caso tenemos una variable independiente xy zy ladependiente seriay.

Son ademds E.D.O (ecuaciones diferenciales ordinarias), cuando se
trata de derivadas de una sola variable y hablamos de E.D.P (ecuaciones
diferenciales parciales) cuando se trata de una derivada multivariables.

1.2.2. Clasificacion por su orden

El orden de una ecuacién diferencial lo determina la maxima derivada
que aparece en la ecuacion, puede que en una ecuacion aparezca mas de una
derivada, pero solo, la maxima se tomara como el orden de la ecuacion

1. E.D.O Primer Orden
y'+ 3y =5x

2. E.D.O Segundo Orden
v’ +3y =5x

3. E.D.O Tercer Orden
y'+ 3y =5x

4.E.D.O (n) Orden y('n) +3y = 5x

Paralas E.D.O de segundo orden en adelante se les conoce también como
orden superior.

1.2.3. Clasificacion Por su Linealidad

Una Ecuacion Diferencial Ordinaria con linealidad es aquella que cumple
con la siguiente regla
d:ny dn—  } Y
()

d
a,n[:m)@ + ap—1(: Jgn-1 e +GL($)I2 + ao(z)y = g(x);

La Anterior regla, muestra que una ecuacion es lineal cuando cumple con
los siguientes pasos:
Tiene una variable dependiente y
Tiene una variable dependiente x
Es Ordinaria
Tienela Clasificacion de Orden es decir se puede ver si hay primera derivada,

13
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segunda derivada etc...
Debe tener estas caracteristicas para decir que es lineal o no por ejemplo:

dy/dx-3y=2x*
De la ecuacidn anterior podemos decir:

Tiene una variable dependiente en este caso y, tiene una variable
independiente, ademas ordinaria es decir que solo tiene la variable x como
independiente es de primer orden, ya que al decir dy/dx es lo mismo a decir
vy’ y tenemos que esta igualada a la variable independiente 2x4.

Ahora un ejemplo de una ecuacion no lineal

ay 3ay_ 2
ax az

En este caso tenemos a una ecuacion con dos variables independientes,
segun lareglasolo se puede serlineal cuando hay una variable independiente
y otra dependiente, ademas ya no es ordinaria, sino que se vuelve parcial por
esta razon ya esta ecuacion no es lineal

Por otro lado, de acuerdo con Garcia (2013), es posible encontrar varias
definiciones de lo que es un modelo matematico, como la dada por Eykho
en 1974 "Es una representacion de los aspectos esenciales de un sistema,
que presenta conocimiento de ese sistema en una forma util”. También
Denn (1986), define "Es un sistema de ecuaciones, cuya solucién, dados
un conjunto de datos de entrada, representan las respuestas del proceso”
finalmente se encuentradelade Seborg, Edgary Mellichamp (2004), quienes
establecen que "Un modelo simplemente es una abstraccion matematica de
un modelo real” en ese orden de ideas la ecuacion o conjunto de ecuaciones
que componen el modelo es una aproximacién del proceso real. El proceso
puede ser, fisico, quimico, bioldgico, social, econdmico entre otros.

2. TIPO DE MODELOS

Los modelos son clasificados de acuerdo con el tipo de ecuaciones que son
usadas en su formulacidén, de acuerdo a lo descrito por Close, Frederick y
Newell (2001); Edgar y Himmelblau (2001) y Soderstrom y Stoica (1989).

+ Estaticosy dinamicos

14
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e Lineal yno lineal

¢ SISO, MISO y MIMO (una entrada, una salida. Multiples entradas,
una salida. Mltiples entradas, multiples salidas, respectivamente)

¢ Paramétricos y no paramétricos

¢ Invariantes en el tiempo y variantes en el tiempo

* Enel dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia

e Detiempo continuo y de tiempo discreto

¢ Amplitud continua y amplitud discreta

e Deparametro concentrado y de parametros distribuidos

* Deterministicos y estocasticos

Situacién del

mundo real
Formulacion Interpretacion
Anadlisis
Modelo " Resultados
L matemdtico —» "
matematico matematicos

Figura 1. Esquema de modelamiento matemdtico.
Fuente: (Penney & Edwards, 2009)

Deacuerdo con Norton (1986), Ljung (1999) y Marlin (2000), los modelos
pueden ser obtenidos de tres maneras:

Tedricamente:

Los modelos obtenidos de esta manera son desarrollados a partir de la
aplicacion de principios basicos de la fisica o de la quimica (o ambos). Para
tal fin se divide el sistema en subsistemas, cuyas propiedades sean bien
comprendidas. En otras palabras, se emplean leyes de la naturaleza u otras
relaciones fundamentadas en trabajos experimentales anteriores

Empiricamente:

Usa la observaciéon directa de los datos arrojados por un proceso de
experimentacion (relaciones de causa/efecto correlacionando datos de
entrada/salida del proceso). Por lo general, senales de entrada y salida de los
sistemas son registrados y sometidos a un analisis para inferir un modelo.
Este tipo de trabajo es llamado identificacion de sistemas.

Por analogia:
Usa ecuaciones que describen un sistema analogo, con las variables

15
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identificadas por analogia individual. Por ejemplo, el modelo de un sistema
eléctrico del tipo R-L-C puede ser usado para describir un sistema mecanico
del tipo masa-resorte-amortiguador. Esta analogia el que permite el uso de los
computadores para simular sistemas en otras areas de la ingenieria

En palabras de Aguirre (2004):
“Estos métodos se pueden combinar, especialmente los tedricos con
los empiricos, aplicando técnicas de identificacion para estimar los
parametros desconocidos de los modos generados tedricamente y por lo
general se hace uso de los siguientes pasos para llegar a la formulacion
del modelo”.
- Especificar el sistema e imaginar el modelo fisico, cuyo
comportamiento se ajuste suficientemente bien al comportamiento
del sistema real. En esta etapa, las simplificaciones son asumidas y las
variables de entraday salida son escogidas.
- Derivar un modelo matematico para representar el modelo fisico,
esto significa, escribir las ecuaciones del movimiento del modelo fisico.
Para lo cual, las leyes fisicas apropiadas son aplicadas para generar un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias en las variables de
entrada, de salida y de estados del sistema.
- Teniéndose disponible el modelo matematico obtenido
analiticamente se puede estudiar el comportamiento dinamico a través
de la solucion de las ecuaciones diferenciales de movimiento que lo
describen, introduciendo las excitaciones adecuadas en las variables de
entraday almacenando los valores resultantes de las variables de salida.

Compaortamiento dindmico medido
Prusbas para =

recoleccidn de datos

Walidackindel modela

Sisterna

(N Etapa B

Eispn A Modelsde -
- Comportamiento

Maternatico
dindmico

Erapa Ciplicacion de
I3 solucidn

encontrada

Eventuales alteraciones en ¢ sistema real

Figura 2. Fases para un modelo dindmico de sistemas.
Fuente: Elaboracion propia
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Este estudio de los modelos matematicos haciendo uso de las ecuaciones
diferenciales compone lo denominado sistemas dinamicos, en ese sentido,
“la dindmica es el estudio de como ciertas entidades varian en el tiempo y de
las causas que inducen esas variaciones” (Coelho, A. & Coelho, L., 2004). El
objetivo de estudiar la dinamica de los sistemas es comprender y predecir
el comportamiento dinamico de un sistema y algunas veces mejorarlo. La
semejanza en el comportamiento dinamico de los sistemas fisicos permite
que se desenvuelvan un patron analitico de estudios de ese sistema. Segin
Garcia (2013) hay tres etapas basicas que caracterizan estos estudios:

- Obtencionunmodelomatematico pararepresentarel fendmenofisico
cuyo comportamiento se ajuste suficientemente bien al comportamiento
del sistema real. Se debe enfatizar que hay innumerables modelos para
describir unarealidad fisica, dependiendo del grado de precisién deseado
e el tiempo disponible para el procesamiento computacional del sistema.
- Estudio el comportamiento dinamico del modelo matematico, por
medio de la simulacion del modelo obtenido en la etapa anterior. En esta
etapa se veri can la respuesta temporal de las variables de salida como
funcién de las alteraciones en las variables de entrada.

- Aplicaciéon del modelo matematico parala solucion de un problema

Los modelos mas cominmente usados de las EDO que se aplican a la
dinamica de sistemas son los relacionados con las ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden, en especial las de variable separables la cuales
modelan los fenomenos derivados del crecimiento exponencial, algunos
ejemplos mas comunes de aplicacién se presentan de manera sintética en el
grafico 3.

Crecimiento y decrecimiento Natural

dx
Ao kex

dA ] dr
= — = —k(T-A
dt A ] dt ( )

dA

— =714
di

— = —kN
di

‘ dN

Figura 3. Esquema de aplicaciones de EDO por separacién de variables.
Fuente: elaboracion propia.
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Donde:
dP

— = kP es el modelo de crecimiento de poblaciones, k es

llamada constante de la poblacion.

% = rA es el modelo de crecimiento de capital usando
interés compuesto, r es llamada tasa de interés.

L = —kN es el modelo de decaimiento radiactivo, k es
IIaf-nada constante de decaimiento.

— = —AA es el modelo que describe la eliminacion de una
derterminada droga de un sistema, A es llamada constante de
eliminacién.

— = —k(T — A) es el modelo que describe el aumento o

descenso de la temperatura de un cuerpo, k es llamada
constante enfriamiento(calentamiento), también es llamada
ley de enfriamiento de Newton.

Este tipo de modelos conllevan a soluciones matematicas que
explicitamente se representan mediante la funcién exponencial natural,
debido a que esta se ajusta de manera dptima a los fenémenos estudiados los
cuales no crecen en linealmente, es decir, a tiempos no se dan crecimientos
iguales, en ese sentido, en la grafica 4, se observa cdmo cambia la funcion a
partir del valor que toma la constante k, esta puede ser entendida como la tasa
de crecimiento o decrecimiento en el caso que sea negativa.

Esta caracteristica presentada por la funcidon permite calcular estados de
los fendmenos estudiados conociendo las condiciones iniciales, porlo general,
estado del fendmeno u experimento en el tiempo cero y el valor de la tasa de
crecimiento.

Figura 4. Grdfica de la funcién exponencial.
Fuente: Elaboracion propia.
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Considerando valida la definicién etimoldgica del termino matematicas
dada por Dambrossio en 1997 debatida en extenso por Aroca 2016, la cual
planteala matematica como una palabra union de dos raices griegas mathema
(realidad) y tica o tics (técnica), de manera amplia al espafiol podria aceptarse
como la técnica de larealidad, siendo un poco mas explicitos, lamatematica se
concibe como una forma de percibir la realidad, es su objetivo mas profundo
lograr optimizar los procesos y fendmenos que estan presentes en los
imaginarios colectivos derivados de los fenémenos que nos circundan.

Desde este punto de vista, el uso de la experimentacién como elemento
coadyuvante en el logro de sintetizar la realidad mediante la identificacién de
patrones yluego el disefio de modelos en las clases de ecuaciones diferenciales
se constituye en una herramienta valiosa en la formacion del ingeniero.

Tal como lo plantea Trigueros (2009):

Una forma de lograr la contextualizacion del conocimiento es la
presentacion de situaciones problematicas reales que sean factibles de
representarse mediante modelos matematicos” esta estrategia alternative
persigue generar una motivacion intrinseca en los estudiantes debibo a los
problemas comunes en el aprendizajes de las ecuaciones diferenciales cuando
se explican de manera expositiva por parte del profesor.

En consecuencia, (Lehrer y Schauble, 2000; Lesh e English, 2005) en
Trigueros 2009, platean que:

Los modelos matematicos aparecen cuando se tiene la necesidad de
responder preguntas especificas en situaciones reales, cuando se requiere
tomar decisiones o cuando es imperativo hacer predicciones relacionadas con
fenomenos naturales y sociales. El supuesto que subyace a la introduccion
de la modelaciéon matematica al aula consiste en esperar que, cuando los
alumnos enfrentan situaciones problematicas de interés son capaces de
explorar formas de representarlas en términos matematicos, de explorar las
relaciones que aparecen en esas representaciones, manipularlas y desarrollar
ideas poderosas que se pueden canalizar hacia las matematicas que se desea
ensenar.

De igual forma Stephan y Rasmussen (2002), hacen una modificacion a
la metodologia de argumentacion de Toulmin (1969), en la cual se plantean
tres fases para la explicacion de los fendmenos mediante tres etapas, Datos,
reclamo y garantia, los cuales se presentan de manera grafica a continuacioén:
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. DATA: CLAIM:
Evidence Cemglusion

WARRANT:
Explainhow the
dati leads ter
the claimy
— — -the core

—_——

BACKING:
Explain why the
wasrand hay
authority

--Chaes vadidity

Figura 5. Estructura de Toulmin.
Fuente: Stephan y Rasmussen (2002)

Esta estructura, mostrada en la figura 5, trata de establecer un orden en la
consecucion de modelos matematicos a partir de datos experimentales.

A manera de colofén, la asignatura EDO en el curriculo de los programas
de ingenieria apunta al desarrollo de capacidades argumentativas que
propendan porla articulacion de las matematicas del ciclo basico de ingenieria
con la realidad a la cual se enfrentaran los futuros ingenieros a partir de la
identificacion de modelos.
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Resumen

Las razones de cambio entre variables son representadas por medio de las
derivadas, en consecuencia, las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO),
son tomadas como modelos para describir procesos de la naturaleza, como los
siguientes:

_ Leyde enfriamiento de Newton
_Leyde Torricelli

_ Crecimiento de poblaciones

_ Movimiento uniforme acelerado
_ Entre otros

Es posible identificar tres objetivos con las EDO. Primero, descubrir la ED que
describe una situacion fisica especifica, segundo, encontrar de forma exacta
o aproximada la soluciéon apropiada a la ecuacidon descubierta y finalmente
interpretar la solucion encontrada.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales, modelamiento, aplicaciones,
interdisciplinariedad
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Introduccion

La articulaciéon entre las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) y
los modelos matematicos sigue una serie pasos los cuales se describen a
continuacion:

- Formulacién en términos de ecuaciones matematicas de un
problema o fenémeno del contexto natural.

- Analisis o solucién del problema o modelo matematico expresado
en términos de ecuaciones.

- Interpretacion y prueba de los resultados matematicos en el
contexto natural donde se dio el fendmeno.

La mencionada articulacion que se da a partir de los modelos
matematicos permite que situaciones diversas puedan analizarse desde
varias perspectivas u areas del conocimiento como lo son las ciencias
fisicas, la economia o la geografia.

La estrategia fundamentada en el disefio de modelos matematicos para
la ensefianza de las matematicas fue propuesta por Toulmin (1969) y se
compone de tres fases, los datos, reclamo y garantia, con estas fases se
pretendia sustentar las argumentaciones que conllevaran a la validez de
una explicacion de un fendmeno natural que era modelado.

A continuaciéon se presentan dos ejemplos que desde la
interdisciplinariedad se desarrollaron en una clase de ecuaciones
diferenciales, el primero integra elementos de geografia y economia a
partir de datos reales obtenidos de la poblacién de una ciudad colombiana
delapaginaweb del Departamento Administrativo de Estadistica (DANE),
con los mismos se estima la poblacién en un tiempo t y a posteriori se lleva
la comparacion del dato estimado con la informacidon disponible para ese
ano en la aplicacion informatica del DANE.

El segundo ejemplo, relaciona los modelos de las ecuaciones
diferenciales con la fisica, mediante el uso de la ley de enfriamiento de
Newton. El objetivo de esta experiencia en corroborar como los estudiados
tedricamente en la clase de ecuaciones diferenciales es aplicable en la
cotidianidad.
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Crecimiento de poblaciones

A continuacidn, se conoceran los indices de crecimiento de la poblacion
bogotana durante unos anos especificos. Aplicando la formula general de
crecimiento poblacional aprendida, anteriormente, se compararan los
resultados obtenidos por ella con los datos arrojados por el DANE.

El crecimiento poblacional ha servido para modelar sistemas
matematicos que ayuden a entender cdmo crece un determinado nimero
de poblacién en un espacio considerado en un intervalo.

Es muy importante poder estimar el comportamiento futuro de una
poblacion, es decir, saber cdmo va a aumentar o a disminuir.

- Discusion tedrica

El crecimiento de las poblaciones se puede considerar como un
promedio porcentual en el tiempo del cambio en la cantidad de habitantes,
como resultado de la diferencia entre nacimientos y fallecimientos de una
poblacion determinada.

CRECIMIENTO POBLACIONAL 1793-2005
60000 -
50000 /5
E 40000 7
-
S 20000 —
10000
([ S RSNEE S S ., S——
M WM - 0 NN OO ~— 9 00O
O MO v 0~~~ MDD O ~ 000
PREEZERRED 000 TR
PERIODOS

Grafico 1: Muestra de los indices de poblacion de 1793- 2005
Fuente: Elaborado por el autor:|

La tasa de crecimiento puede ser positivo o negativo de acuerdo a como
se dé la variacion entre personas fallecidas y los nacimientos, ademas de
otros factores como el espacio disponible para el crecimiento y los recursos
disponibles como la alimentacidn o en el caso de las colonias de bacterias
la cantidad de oxigeno.
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- Meétodos experimentales

El analisis se hizo tomando como muestra inicial el censo del afio 1985;
a partir de ahi se tomaron los datos del comportamiento poblacional
generado 5y 10 afios después, es decir, 1990y 2000. Los datos se escogieron
teniendo en cuenta el rango de edad entre 15 a 19 afios: la comparacion se
hizo a partir del altimo afio escogido.

Datos del DANE:
Edades: 15-19 anos

1985->429.585

1990->461.198

2000->632.706

Se puede demostrar que estos datos son reales en la imagen que se
encontraran en anexos.

Ecuacion que genera los datos de comparacion:
P ({)=Poe"
- Analisis de resultados:

P (0)=429.598 > P=429.598,t=0
P(5)=461198 > P=461.198,t=5
P (15) =? > Poblacién que se calculara

[ec. 1]P( t)= 429.598 ekt
461.198= 429.598 ek

461198
= g
429.598
1,073=5k
1,073 _
e =
0,014 =k
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Sereemplazakenec.1

P(t) = 429.598 ¢(001D(15) = g53 487

- Hipotesis

Teniendo en cuenta los calculos hechos anteriormente podemos
demostrar que probablemente haya una pequefia muestra o un margen de
error que nos indica las posibilidades de equivocacion que pudimos haber
tenido en el desarrollo de los calculos.

Margen de error

632.706

653482 %6

0,96*%100 = 97%

El margen de error es del 3%, es decir, es una minima posibilidad de
que nuestros calculos estén errados; ya que se puede considerar que este
pequeiio indice se pudo dar por algunos decimales que no tuvimos en
cuenta.

- Conclusion de la experiencia

En conclusién, podemos afirmar que entre los datos del Dane y los
obtenidos por la formula hay una diferencia sustancial.

Segun nuestra fuente de informacién lapoblacion en el 2000 fue de 632.706
habitantes en la ciudad trabajada (Bogotd) y con la formula aplicada seria de
653.482; Lo que significa que la diferencia fue de 20.776 habitantes.

Se puede pensar que si utilizamos nuestra férmula para obtener algin
otro dato poblacional probablemente estariamos acercandonos al dato
real con un indice de diferencia no muy grande.

Ley de enfriamiento

- Introduccion

En esta experiencia tuvimos como finalidad conocer el tiempo de
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enfriamiento y calentamiento de un liquido para que al obtener los datos
pudiéramos aplicar los conocimientos adquiridos en la asignatura de ED
respecto al fendmeno de los cambios en la temperatura y establecer un
margen de error de los resultados adquiridos.

Especificamos los elementos a usar en esta experiencia y procedimos
a realizarla, primeramente, ubicamos un recipiente con agua (beaker) al
fuego (mechero de bunsen) hasta que el liquido llegara a la temperatura
de ebullicién 100°C, medimos la temperatura en diferentes tiempos
con un termometro para asegurar la temperatura exacta, procedimos a
dejar enfriar el liquido y a medir en lapsos de 3min como la temperatura
disminuia volviendo a su temperatura inicial.

- Discusion tedrica

De acuerdo a lo establecido por Newton quien propuso que la rapidez
o velocidad con la que se enfria un objeto es proporcional a la diferencia
entre su temperatura y la del medio que le rodea, llamada temperatura
ambiente.

Aplicamos esta ley en la experiencia para determinar los momentos en
que cambia la temperatura.

dT/dt=-k(T-A)
Donde;

K: constante

T: Temperatura del cuerpo
t: Tiempo

A: Temperatura ambiente

- Meétodos experimentales
La experiencia inicio con el analisis de cada uno de los elementos, el
funcionamiento, el debido uso, lasindicaciones de trabajo y la presentacion

de férmulas a aplicar.

. Termodmetro.
. Cronometro.
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. Beaker
. Soporte universal.
. Mechero de Bunsen

Tlustracion 1. Soporte universal Tlustracion 2. Mechero de Bunsen
Fuente: Elaborada por el autor Fuente: Elaborada por el autor

Tlustracion 3.Beaker, termémetro, soporte
Fuente: Elaborada por el autor

Lo primero que Lo primero que hicimos en este experimento fue poner
en practica nuestro conocimiento del método de la temperatura. Al iniciar
lo primero que tomarnos fue la temperatura ambiente que fue de 27°C,
procedimos a someter el beaker que contenia aproximadamente 35 ml
de agua y su temperatura inicial fue de 24°C a los efectos del mechero
de bunsen hasta alcanzar una temperatura de 100°C; sumergimos el
termometro hasta identificar con exactitud dicha temperatura. Al finalizar
después de haber llegado a los 100°C y haber apagado el mechero ya
dejando reposar el agua tomamos nuevamente la temperatura enfriandose
en un lapso de tiempo de 3min.
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Tlustracion 4. Agua hirviendo Tlustracién 5. Midiendo temperatura del agua
Fuente: Elaborada por el autor Fuente: Elaborada por el autor

Tlustracion 6. Agua enfriando para tomar temperatura
Fuente: Elaborada por el autor

- Andlisis de resultados

Concretandolaexperienciahemosidentificadoel cambiodetemperatura
en lapsos de tiempo de 3min después de llevar la temperatura a su punto
de ebullicidén, los datos arrojados en la experiencia estan ubicados en la
Tabla N°1
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Tabla 1
Relacion tiempo - temperatura
Tiempo (min) Temperatura
alcanzada
0 100°C
3 81°C
6 76°C
9 70°C
12 64°C
15 66°C
18 60°C
21 54°C
24 49°C

Fuente: Elaborado por el autor.

Posteriormente realizamos ejercicios para comprobar
ecuaciones el cambio de temperatura en un lapso de tiempo

Tw)=100° TA=27°Cc
T)="76°
Tas="?

Tw®=A+Be-kt
100= 27+Be-k©
100-27= Be-k9
73=B

76=27+73ekK®
76-27=73¢ kO
49/73= K0

Ln 0,67=-k9
-0,398-9=k
0,044=k

Tas)= 27+73e 004D 15)
Tas)=27+(73)(0,5168)
Tas)=27+37,73
Tas)=64.73

e Aproximaciona 66°.

Varia por aire acondicionado.

Lapuerta del laboratorio estaba abierta.

No hay exactitud de temperatura de la llama.

© © ©
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dT/dt=-k(T-A)

T©=100°
Te)=81°
Ten="?

100= 27 + Be k©
73=B

81= 27+73ek©
54=73¢%©
54/73=eX©

Ln 0,739= -k(6)
-0,3014-6=k
0,0502=k

T(21)= 27+73e (00502)(2D)
Ten=27+73(0,348)
Ten= 27+2541
Ten=52,41°

Después derealizary analizar los ejercicios por el método de ecuaciones,
vimos como en los resultados hay una aproximacion y solo un pequefio
margen de error

Tabla 2.
Andlisis de resultado

Experiencia Lab Ecuaciones %
Error

[ Tiempo | Temperatura | Tiempo | Temperatura

15 66°C 15 64,73 1.92

21 54°C 21 52,42°C 29

Fuente: Elaborado por el autor.

- Conclusion de la experiencia

Al finalizar esta experiencia pudimos concretar que los resultados
obtenidos concuerdan con los resultados tedricos arrojados tras la
realizacion de los ejercicios por ecuaciones diferenciales, el margen de
error que se calculo en el andlisis de los resultados de esta fue minimo.
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Una vez mas hemos visto como los estudios matematicos concuerdan
de forma muy efectiva con lo realizado diariamente y de una manera facil.

A modo de colofon

Las experiencias mostradas anteriormente dan cuenta de cémo el
proceso de construccion conceptual a partir de la puesta en marcha de
experimentos con el objetivo de contrastar teoria con la realidad conlleva
necesariamente a la interaccion de disciplina disimiles a primera vista,
pero que en el ejercicio profesional, se presentan interrelacionadas,
como lo plantea Grossman en Henao et al. (2018), la interdisplinariedad
“Comprende la interaccion entre dos o mas disciplinas diferentes y
ocurre en la interseccion entre disciplinas. Esto puede varias desde el
compartir de ideas hasta la integracion total de conceptos, metodologia,
procedimientos, teorias, terminologia, datos, organizacion de la
investigacidén y entrenamiento” en relacion a lo definido, en la bisqueda
del mejoramiento de los procesos de aprendizaje se hizo planteo una
metodologia basada en el aprendizaje basado en proyectos como una
forma de motivar el estudio de las ecuaciones diferenciales y a su vez hacia
el modelado de fendmenos.

Por otro lado, es posible establecer una ruta metodoldgica para
la implementacion del modelamiento para llevar a cabo actividades
interdisciplinares:

* Reconocimientodelospatrones:enestaseidentifican caracteristicas
que los datos tomados comparten y se analiza si entre ellos existe
algunarelacién matematica por medio de herramientas estadisticas,
como lo plantea Plazas (2015).

¢ Disefio del modelo: en este se llevan a cabo los pasos mencionado
al principio de este capitulo, formulacion, analisis e interpretacion.

e Simulacion y/o disefio de aplicaciones informaticas: en este
paso, se considera que las situaciones modeladas responden a
las necesidades planteadas o requerimientos expuestos por la
situacion, con esta claridad se plantea llevar a simulaciones con las
cuales se pronostiquen o estimen resultados posibles, de este modo,
se intenta llevar un pensamiento concreto a un nivel de abstraccion
mas alto.
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Moddado

Identificacion de
patrones en los

Figura 1. Pasos en la articulacion para la estrategia de modelado.
Fuente: Elaboracion propia.

En la figura 1, se muestra como se interrelacionan los pasos para llevar
a cabo laimplementacién del modelamiento en una estrategia que apunte
a la interdisciplinariedad. El llevar a la practica esta estructura conlleva
tener conocimientos previos solidos por cuanto se hace necesario usar
desde herramientas estadisticas hasta conceptos aplicados del calculo.

Esta metodologia, confirma lo planteado por Trigueros en 2009 “Una
forma de lograr la contextualizacién del conocimiento es la presentacion
de situaciones problematicas reales que sean factibles de representarse
mediante modelos matematicos” acciones que han mostrado ser un
mecanismo eficiente para la ensefianza de las matematicas en los
programas de ingenieria.

Datos considerados
2.378.853 2.518.681 4.947.890 2.351.993 2.595.807
292 415 284 535 581.738 296 820 284 B
282382 298 998 591.998 2BT 481 304.517
260738 267 607] 532 4ne 261 083 7132
219.048 2282M W].Ia 225.802 235296
229523 249.470| 82343 231,556 250,787
223.737 2508711 485,927 229977 258.950
185956 214 240 419.127 194 947 224,180
146 618 170 443 333 508 154 121 179387
115.098 133.508| 262142 121424 141.018
87213 101.584 188.270 82321 106.840
85724 B1.60¢ 153,792 8724 85.068
54 902 67.590 125.620 56142 69478
46058 ss.226 106,935 47353 s9.582
34 183 48 B892 BiBS3 38 381 4R 272
23980 33893 80.088 249048 38117
12 7TRS 22 BfR AT T42 14'_D|ﬁ1 ?1_ AT
8] | I

Figura 2. Datos de 1990 de la poblacion de la ciudad de bogotd en el rango de edad de 15-19 aiios.
Fuente: Tomada por el autor.

35



INTERDISPLINARIEDAD EN EL MODELAMIENTO CON ECUACIONES DIFERENCIALES

Figura 3. Datos de 2000 de la poblacion de la ciudad de bogotd en el rango de edad de 15-19 arios.
Fuente: Tomada por el autor.
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Resumen

En este capitulo, la atencion esta centrada en las propiedades asintdticas de
la funcion J_(n ) (60), llamada la funcién criterio de estimacion de parametros
desconocidos 6, para lo cual se utilizaran algunos lemas que permitan establecer
los supuestos asintéticos en los que se basa la consistencia, estabilidad y
normalidad del estimador de minimos cuadrados 6™n.

Palabras clave: Estimacion de parametros, teoria asintotica, modelos.
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Introduccién

Dado el modelo no lineal descrito en la ecuacion (1.1) y el conjunto de
observaciones Y(X1), Y(Xz2), ..., Y(Xa), entonces la funcion criterio J» (6), es
definida como

10
Jn(®)= _ > I¥ X))~ f (X,0) I a1
i=1

Con B¢ Oy errores aleatorios Zi,i=1,2,...,n con distribucion normal, es decir,
E[Z;]=0

1.1. SUPUESTOS ASINTOTICOS PARA LA ESTIMACION DE
PARAMETROS DESCONOCIDOS

Inicialmente formulamos los siguientes lemas para establecer ciertos

supuestos asintdticos enlaconsistenciadel estimador de minimos cuadrados
o

LEMATI:

Sea O el espacio de parametros desconocidos, un subconjunto limitado y
compacto de R™, es decir ® c 1nt (®). Definase X como un subconjunto
medible de Borel en R™ y la funcion criterio de estimacion respecto a la

variable X y 6,/ (X, ), medible y continua en el conjunto X x ©, entonces,
parael estimador de 8, tales que 8 € 9, ocurre que

JIX.6)] = minj(x, 0).

Ademas, J(X, 8) es medible en el conjunto X.

Las condiciones utilizadas en el Lema 1, establecen el primer supuesto
asintotico

H;: © esun subconjunto compacto en R™, talque ® < nt (0).

LEMA 2:

Si la funcion criterio J, (@) forma una secuencia continua de vectores
aleatorios {J;(8)}, i = 1,2,..,n que converge en © a la funciéon j4(0),
siendo 8 el verdadero valor de pardmetros desconocidos de 0, tales que

J5(8) > J5(8) Paratodo 6 +# 6
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Entonces

lim "= 6 m

- w

Este lema es importante para definir la consistencia del estimador de
minimos cuadrados sila convergencia es fuerte o casi segura.

LEMA 3:

Sea 0 un subconjunto compacto de R™, X un subconjunto medible de R™,
ademas la funcion criterio de estimacion J (X, 8), medible, limitada en
X x @ y continuamente diferenciable en ® © it (@). Para dos funciones
de pardmetros 8, (X) y 8,(X) en X x @, se tiene que

JIX.6:(X) 1= JIX.6,(X)] =

a J(x.8)
aar

[6;(X)— 6,(X) ] m
Del lema anterior es posible enunciar los siguientes supuestos asintéticos
de gran aplicacion en la convergencia uniforme

H,: Si J(X,80) eslafuncion f(X,0),de maneraque (X, 0) esté limitada en
X x 0, entonces f(X,0) es continua en @, para todo X en X.

H3:510 < nt (0) y paratodo X en X, la funcién f (X, @) es doblemente y
continuamente diferenciable en ©.

2.3. CONSISTENCIA DEL ESTIMADOR DE MINIMOS
CUADRADOS

A continuacion se establecen las condiciones asintdticas de estimabilidad
para los parametros § y @ que se utilizaran en los siguientes teoremas y
lemas para la formulacion de la consistencia de minimos cuadrados ™

2.3.1. CONDICIONES DE ESTIMABILIDAD
D) [{[fX,0)~ fX,6) PE@X) =0 < 6=
7 (1.18)

i) Si S,(0) =nJj, (@)= X, [Y(X,) — f(X;,0) ],entonces parad > 0y
|6 — 6| > & secumple inf [S,(8)— S,(6)]> 0. (1.9)

iii) Dﬂ(elg}= b3 [f(Xf,S)—-

i=1

(X, 0) 1 (1.10)
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TEOREMA 5: CONSISTENCIA DEL ESTIMADOR 8*

Sea{X;}un disefio discreto asintético o un disefio aleatorizado en el sentido
de las definiciones 1.2.1. Considere que el estimador 6™ minimiza a la
funcion de estimacion J,, (8) en el modelo descrito en 1.1. y suponiendo que
son satisfechos los supuestos H,, H, y H;, ademés para el disefio £ y el
verdadero valor de pardmetros 8 se cumple la condicién de estimabilidad
1.18, entonces, para la secuencia Y(X,) , Y(X3), ..., Y(X,), con pesos
respectivos w (X;) = 1, se tiene que

- A N . ~7 i 2
nll_l:nwﬂn =fy nllrrgo [62]" = [, o*(X)§(dX)
” i on - ;
Donde [6%]" = e . |Y&X) - f(x;,8)] . siendo p = dim(@).

[Ver demostracion: Pronzato y Zhigljavsky (2009, p.22).

La condicién de estimabilidad 1.18 utilizada en el lema anterior implica que
la expresion YL [Y(X) — F(X, g)]z crece al infinito cuando 8 # 6 lo
cual requiere que el disefio de variables {X;} crezca infinitamente en el
espacio X.

El lema y el teorema que a continuacién se presentan demuestran que la
consistencia del estimador 8" se preserva a pesar que X sea finito,
considerando la convergencia

. En probabilidad o
. Casi segura (c.s)

CONSISTENCIA DEL ESTIMADOR 8™ CUANDO X ES FINITO
LEMA 4:

Dado un & > 0 en el espacio finito de variables X' y ||B -6 || > §,siel
cumplimiento de la condicién de estimabilidad 1.19 es satisfecha y
nli-inm inf { inf [S,,(8) — S,(8) ]} > 0, c.s (Casiseguro).

Entonces 6" — @ c.s cuando n — . Ademas para cualquier & >
Oy ”B -8 " > 6, si se cumple la condicion de probabilidad
Prob {inf [S,(8) — 5,(0)] > 0} 1,paran - o

Entonces ™ = 6 en probabilidad.
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TEOREMA 6:

Sea {X;} una secuencia de variables aleatorias en el espacio finito X y
considerando la condicion de estimabilidad 1.20, se tiene que

i) Para todo § > 0,

||9-igﬁ>sD“(9'§)]/ [loglogn] 2o conn - o,

entonces 8™ — 8.

ii) Si se satisface que ig [D,(68,6)] = o, con n = oo, entonces

f
le-6[]>&

~ P =

6" — 6.

La condicién [D,,(,8) ] —» o, es necesaria parala existencia de cualquier
consistencia débil del estimador ™.

2.3.2. EJEMPLO

Dado el siguiente modelo de regresion no lineal Y; = cos (2w X;0) + Z;,
i=1,2..,n (121

Donde Y; son las observaciones realizadas, 8 representa los parametros
desconocidos del modelo 1.21, X; es un vector asociado a los tiempos de
registro de la experimentacion, talque X; = (¢t;), i = 1,2, ...,n yZ;sonlos
errores aleatorios independientes con distribucion normal, es decir, media
cero y varianza positiva a2, se desea mostrar la consistencia del estimador
de minimos|cuadrados del modelo 1.21, 8™, que minimiza la ecuacién

S,(X;,0) = X1, [Y; (X, 0) — cos (2m X;60)]%.

Siendo 6 el verdadero valor de pardmetros de 8, se escribe:

~15a(0) = 54(8)} = =Y {[¥i(X,0) — cos GrX O - Z)
i=1
= %Z [cos(2m X;0) — cos (2m X;0)]? +

i=1

f—IZ Z; [cos(2m X;8) — cos (27 X,;6)]

i=1
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Segiin Wu, 1981, paratodo § > 0, se tiene que
W,

inf%{Sn(B) — §,(6)}> 0 para todo ||§ — 6] > 8. De acuerdo con el
lema 4

n— oo

n

1 -

lim inf [inf ;Z [cos(2m X;0) — cos (2m X;8)]? >0
i=1

Por lo cual se concluye que 8™ = 6 c.s.

El resultado anterior se verifica mediante el siguiente

TEOREMA 7:

Si@™ esun estimador de minimos cuadrados de 8 paraun modelo no lineal,
como el descrito en 1.1, entonces es un estimador fuertemente consistente
defm

2.4. NORMALIDAD ASINTOTICA DEL ESTIMADOR 8"

La teoria expuesta hasta este momento, permite establecer la normalidad

asintética que cumple el estimador de minimos cuadrados de parametros

0. Se considera para ello la convergencia en distribucion normal a una
d

variable aleatoria 49, la cual se denota como "— 9". Formalmente, la

definicion de normalidad asintética se expone a través del siguiente

TEOREMA 8

Sea{X;}un diseno discreto asintdtico o un disefio aleatorizado en el sentido
de las definiciones 1.2.1 en el espacio X c R9. Se considera el estimador
6™ que minimiza a la funcién de estimacién J, (8) del modelo no lineal
descrito en 1.1 con errores aleatorios Z;, tal que E[Z?| = ¢2(X;) para cada

X € X.Se asume que se satisfacen los supuestos H,, H, y Hy, ademas dadala
condicion de estabilidad

Jowlrxe - 0.6 Pean =0 o=

X
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Por lo cual se concluye que 8™ — 6 c.s.

El resultado anterior se verifica mediante el siguiente

TEOREMA 7:

Si @™ esun estimador de minimos cuadrados de 6 paraun modelo no lineal,
como el descrito en 1.1, entonces es un estimador fuertemente consistente
def m

2.4. NORMALIDAD ASINTOTICA DEL ESTIMADOR 8"

La teoria expuesta hasta este momento, permite establecer la normalidad
asintotica que cumple el estimador de minimos cuadrados de parametros
. Se considera para ello la convergencia en distribucién normal a una

d
variable aleatoria 9, la cual se denota como "— 9". Formalmente, la
definicion de normalidad asintdtica se expone a través del siguiente

TEOREMA 8

Sea {X; } un disefio discreto asint6tico o un disefio aleatorizado en el sentido
de las definiciones 1.2.1 en el espacio X © R¢. Se considera el estimador
B™ que minimiza a la funcién de estimacién J,, (8) del modelo no lineal
descrito en 1.1 con errores aleatorios Z;, tal que E [Zf] = o%(X;) paracada
X € X.Se asume que se satisfacen los supuestos Hy, H, y H3, ademaés dada la
condicion de estabilidad

Jomireo - foo) Pe@n =0 = 64

x
Y la matriz de informacion M, ( ¢, 8), no singular, definida como

af(xe) af(x.0)

lg ZL&2) |5 £(ax),

Entonces 6™ satisface la convergencia en distribucién normal a una
variable aleatoria 9, descrita como

\/ﬁ(ﬁﬂ—g)iﬁ~N(0,M(w,E,§)), n - oo,

Donde ~
M (wa ';:.18) = Mi-1 (fz B)MZ(grB) Mfl(fre)
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f’f(X §) of (X,6)
aer

My (€,6) = f 02(X) 62 (X) £(dX).

x

2.4.1. EJEMPLO

Con el ejemplo del modelo 1.21 se propone estudiar la normalidad
asintodtica del estimador de minimos cuadrados, de manera que

5.(8") — S,(8) = (8™ - 8) S, ()
5,(8)

Si $,(6") — 0,implicaque 6" — 6 = — 5.(3)

Como 9‘“_—) 0, de acuerdo con el teorema de consistencia de 8™, entonces
para S, (8), por el desarrollo de Taylor, se tiene que

$,(0) =8n? [z X;(sen 2nX;0) — cos?(2nX;0) + Z;cos(2m X,;0)
i=1

+ cos(2m X;0) cos(2m X;6)}

Porloque S,,(8) = 4n Y1, Z;X; sen (2rX;0) y la varianza respecto S, (6)
se escribe como

1
Var( YL (9))- a? 16m? S—HZX sen?( 2w X;0)

ar (n~3/2

Asi Var ( = (6" -90) ) = w. De manera que se puede
(s4(®)
concluir:
1 - d 1
2
W(GH—B)—) t?WN(O,WJ )

Donde

k= lim n—anx sen’(2n X)) m

Luego, tiene lugar la normalidad asintética del estimador §7.

2.5. DIFICULTADES ASINTOTICAS CAUSADAS POR DISENOS
SINGULARES

Hasta el momento se ha expuesto que existen problemas de estimacion
de parametros desconocidos en la teoria asintética cuando se trabaja
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con disefios singulares. El siguiente ejemplo ilustra las irregularidades
asintoticas que determinan la inconsistencia del estimador de minimos
cuadrados al ser el disefio de experimento singular.

2.5.1. EJEMPLO: MODELO DE DECAIMIENTO DE MALINVAUD
[1970]

En econometria, la “teoria del desequilibrio” entre el salario y precio de
bienes que se pueden percibir, es modelada mediante la siguiente ecuacion

L= ew L, 12120

Donde @ € 0 es un subconjunto finito en (0, 2r), X; representa el conjunto

de factores que inciden en el ajuste de salario y precio de productosy Z;, son
los errores aleatorios independientes con distribucién normal.

En este caso
T
[Dn(gn, 9_) ] — Z(ev—ﬂxi _ em?ﬂxi)z
i=1
El limite de la matriz de dispersion seria

— 20N — 28 —(g"+h
e~ 28 o~ 28 2 o~ (@"+8)

- AN o) %
nll_}:ann(G ’9)_ 1 — eg—26" * 1— g—20 1_6—(§n+§)< i
Debido a que lim Dn(é", &_) < o yconforme al Teorema 2 (parte ii), se

n-—=o
concluye que el estimador 6™ en el modelo de Malinvaud, no es consistente,
en este sentido 8™ » 6.

De acuerdo con el teorema 4

fm X)[e=% — =% |" £(ax) 0
% 4

Por lo que la condicion de estimabilidad i de 2.3 no es satisfecha.
La dificultad aqui expuesta es posible solucionarla basando el modelo en
una generalizacion del criterio C- 6ptimo, respecto al disefio £(X, 6 ). En
este sentido se implementa la inclusién de una funcién escalar definida
sobre el estimador de minimos cuadrados, h (9“), de manera que

®.lR (@] = {7 RN Cre « Cuto €3G )
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Donde

Cuioy = B2 g y 0" = {0 €0: [JIFX.6) - FX.0) PE@D) =0

2.5.2. PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LA FUNCION h (8™).

El interés que ahora se tiene es sobre la dotacién de propiedades asintdticas
para una funcién h (f) de pardmetros @ tomada para un modelo de
regresion no lineal cuando su disefio de experimento involucra una matriz
de informacion singular. Se presentan supuestos sobre la superficie que
limita las expectativas del modelo y de la funcién

h():8 - R

Que son suficientes para asegurar la normalidad asintotica del estimador
de minimos cuadrados de h (8).

Formulacion del problema de estimacion

Se considera un disefio {(X, h(6)) que minimice la varianza asintética de
h(8), es decir

s (X, h(@"]) € arg min o%(h(8))

Lo cual equivale a minimizar

ah(6)

oh(0)
80T | 9”]

-1 #
ot M5 0" [ S
Para abordar la solucion al problema de estimacién en 1.22 se presenta
inicialmente el siguiente teorema, formulado por Lehmann (1998), el cual
es conocido como EL METODO DELTA.

TEOREMA 9,
Sea {#™} una sucesién de variables aleatorias de 8 que satisface 8™

P = ‘ ,
— B eint (0), tal que existe una vecindad respecto a pardmetros del

disefio, V(&,0). Sea, ademds, una funcién h():0 = R, continua,
an(e)

e T 0 v el cumplimiento de la

doblemente diferenciable, con

convergencia en distribucion
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V(0" - 6) > v ~N[0,V(£,0),], n - oo
Para alguna matriz V (¢, eM [M(&,8)]. Entonces

_ 2 ah(0 - k(0
Jﬁ(en—s)ic(x,h(eﬂ))»-vﬂ( aér)leV(s‘ﬂ) ()Ia)»

n — o

IRB) .

Nota: Este teorema no es valido en el caso que —— 0

Del teorema anterior se establecen los siguientes supuestos asintéticos
para definir lanormalidad de h(4™).

Hyp: Lafuncién () es continuay tiene derivada de orden 2 en el interior
de ©.

Hy,: Dados (8,0) € 6%, entonces existe una vecindad V(8%), tales que
para todo 0 € V(6"),se cumple que ran[M (¢,8)] = ran [M(£,0")].

(}

Hp: En 6% estén definidas las funciones h(-), con derivadas —~ # 0.

Definicién de Normalidad Asintética Regular

Se dice que la sucesion {h(ﬁ“)} satisface la propiedad de normalidad
asintdtica regular cuando \fﬁ(é“— B_) converge en distribucién a un
vector con media cero y varianza

2 [ah(8) ah(e)
= M~1(&,8) ]g:é ee“’n — 00,
Donde
----- 19 (0) (6
MEO) = f A any

El siguiente teorema asegura la normalidad asintdtica regular para la
funcién h(8™), cuando el espacio de disefios X es finito.

TEOREMA 10: NORMALIDAD ASINTOTICA

Sea {X;} un disefio asintoticamente discreto, sobre un espacio de disefios
X < R4, siendo el limite del disefio &, singular. Se asume el cumplimiento
de los supuestos H,,, Hy,, Hsp y las condiciones de estimabilidad
establecidas 2.3.1., ademds que el estimador de pardmetros, 8", es
consistente fuertemente. Entonces la funcién de estimacion h(gn),
satisface
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Vnlh(8™)
i . oh( __ dh(0
- h(8)] 5 {(X,h(&“)) ~N (0.%1 §M"(f,9)% |§)»

n — oo

La matriz M~ (¢, @), corresponde a la matriz de informacion generalizada
o matriz de Penrose (llamada g — inversa), cuya escogencia es arbitraria.
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Resumen

En el presente capitulo se analiza el comportamiento asintdtico de un modelo no
lineal de regresion cuando se incluye una funcion infinitesimal p(X_i,6). Ademas
se formula el teorema que reafirmala normalidad asintética del estimador cuando
el modelo ha sido perturbado por la funcién p.

Palabras clave: Teoria asintotica, modelos lineales, pertubacion.
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CARACTERISTICAS ASINTOTICAS DEL MODELO NO LINEAL
PERTURBADO

Las observaciones de un modelo no lineal perturbado son expresadas a través
de la ecuacion

Y(X.0) = F(X,,0) + apu(X,0)+ Z, i=12,..,n

Donde f(X;,6) representa una funcién no lineal en los pardmetros 8,
1(X;, ) es una funcion infinitesimal de la forma

uCr): Xx0 = R

Confe® c RY u(X;,0)esunafuncién no lineal respecto a 8, a,, es una
sucesion de vectores aleatorios X4, X5, ..., X,, que depende del tamaiio de la
muestra ny Z;, son los errores aleatorios, independientes, que cumplen con
las condiciones de Markov. Sin pérdida de generalidad, se llamar4 a la

funcién e, u(X;, €) la perturbacién o “ruido” del modelo no lineal y a 6%,
el conjunto de pardmetros desconocidos de dicho modelo

Condiciones de estimabilidad de 8*

Nuevamente se redefinen las condiciones de estimabilidad enunciadas en
1.18, 1.19 ¥ 1.20 para la funcién de perturbacién u(X;, 6*), considerando
naturalmente los supuestos Hy,, Hpy, Hy, ¥ Hyy:

o SR (00) + aqu(,8) = f (1,67 — aqu(X,69PE(dD) = 0 o

0*= 86

Donde 8 es el verdadero valor de pardmetros desconocidos y 8* el vector
de pardametros desconocidos del modelo no lineal perturbado.

ii, : Lamatriz de dispersion, respectoa "y 6 se define como
D (9*! 9_) = ?zl[f (Xiret) + “mu(Xi; 9‘) = f (Xue_) o aﬂ}u(XiJe_)]z

iii,: Definido T, (8%) = X=[Y (X)) — f(X;, 67) — a,u(X;, 8%)], entonces

(3

paraund > 0y ||6* - 67|[ > §,se cumple que
inf [ T,(6*) — T,(8)] > 0.

Los dos lemas que se muestran a continuaciéon son importantes para

53



GENERALIDADES DE MODELOS LINEALES NO PERTURBADOS

establecer la estimabilidad del parametro 8%, lo mismo que la formulacion
del teorema que asegura la consistencia del estimador de minimos
cuadrados del pardmetro.

LEMA 5:

Sea {X;} una secuencia de vectores que converge fuertemente a un disefio &
en el sentido de la definicion 1.2.1. Se asume que u(X, #) es una funcion
infinitesimal limitada en X x0 y {a;}, i = 1,2,..,n una sucesién de
vectores aleatorios que depende del tamarfio de la muestra n. Entonces

1 n mn
lim= "k (X 0) = Elay) ) 1 (K 0EKD),
k=1 k=1

Casi seguro, con respecto a a4, &5, ..., uniformemente en ©.
DEMOSTRACION

Se establece la desigualdad

n

é Z o p (X, 0) — ]E[GH}Z ay p (Xg, 0 )§({X})

k=1 k=1

< | iy n (0, 8)| + Zsuplucx, 0] B2 (= Si, @) -
Efa, Jé({X}) (122)

(E)

En el cual representa la funcidn relativa del vector X en la secuencia

X, X5, ...,X. Ademsds, ocurre que }2p_jap — 0, casi seguro y
uniformemente en 8.

Del lado derecho de la designaldad en 1.22, se obtiene:

sup|u(X, BI—— Z a; =0,

Lo cual implica que:

| Bros i u (X 8) — E{ay) Bpos a1 (K 0 DEXD)| - 0

LEMA 6:

Dada {X;}, unasecuencia de vectores aleatorios de R y u(X, 8) una funcion
infinitesimal, real, limitada en R? x©, continua en 6€® y 0, un
subconjunto compacto en R%. Se asume que
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E X;,8)|¢t < oo.
{rgleaglﬂ( 1 )I} 0
Entonces:

lim% Y, n(X;,68) = E{u(X,,6} casiseguroy uniformemente en ©.
n

DEMOSTRACION
La prueba presentada es constructiva y representada por Biekens.
Se escoge un 8, fijo en @ y se toma el conjunto de Borel,

B(,86)={0e0:]0-0,| <61}

Se definen ug(X) y ts5(X) como el maximo y minimo, respectivamente, de

u(X,8) sobre el conjunto B (8,6). Como u(X, 8) es una funcién limitada,
entonces

us(X) < o0 yus(X) < oo,

Porlo que se concluye que E {glaglp(Xl, 8) I} < 0. m
[

Deloslemas 5y 6 es posible obtener los siguientes supuestos asintéticos
para un modelo no lineal perturbado:

Hy, : Si0esunsubconjunto compactoen R%,entonces 0* € ® < int (0)
ylafuncion u(X;, ) es doblemente y continuamente diferenciable en ©.

H,, : Lasucesion a, depende del tamaiio de la muestrany

)

lim via, =0
n—om

Estimador de minimos cuadrados

Se identifica el estimador de minimos cuadrados del conjunto de
pardmetros desconocidos 8%, en un modelo no lineal perturbado, como
6™, a quien se aplica el criterio sobre la condicién de optimalidad dado por

l.!l.# .

Con base en los lemas 5 y 6 se formula el teorema que plantea el problema

de estimacion de 8, asi mismo, dicho teorema se toma como base para
asegurar la consistencia del estimador de este parametro.
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TEOREMA 11:

Sea {X;} una secuencia de vectores aleatorios e independientes, que
converge fuertemente a £, en el sentido de la definicion 1.2.1. Las funciones
f(X;,0")yu(X;,0%)son continuas en 0, para todo X en X. Entonces para
la secuencia de vectores [ﬁ“" }, con probabilidad 1, dado por

0% € argmin T,(0".Y,) i=12,..,n

Son elementos del conjunto % = argmin T(8*), donde

T(") = [f(X9}+ﬂ(X9)—f(X9)—#(X9)]§(dX)+02

DEMOSTRACION

Porlos lemas 5y 6, anteriormente ilustrados, se cumple que

1 n
EZ[Y(X@B*)_ f(ang')— Hy (Xk,B‘J]Z
k=1

1% 2% _
= =) ZE =D If () -
k=1 k=1
— [ 0N Ze+ 7 Thealf K1 0) = FX10°) 1

Donde Zk = Y(Xk,g* ) = f(Xk‘ g ) = ak#k(xk,e* ).

El término del miembro izquierdo de la expresion anterior converge, casi
seguro,a o, por la Ley General de los Grandes Numeros.

Como es requerido en el lema 5, la diferencia f(X;, 0 ) — f((Xx, 0" ) es
limitada en X x ©, entonces:

n

1 i
7}%; [f(kae)_ f(XkJG* )] Zk
k=1

= D [F X 0) — FKi 0] EUXDEEZ = 0

k=1

Casi seguro y uniformemente en 0.

Por el lema 6, se obtiene, entonces:

lim —Z[f(xk,a)— FlX 0731 2,

= E{f (X,0 ) — f(Xy, 0" )}E{Z,} =0.
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Nuevamente, casi seguro y uniformemente en @. Por estos argumentos se
verifica que

1% = 2
Jim = [fXf) = fX8 = | [F6) = F(X,687)] £(X)
k=1

X

Casi seguro, uniformemente en . De aqui se concluye que
C.5.
{T, (8")},, — T(8%), uniformemente en ©.

Por lo que, si 8% = ?}i_Ifgo{Tn (6%, Y,)}. Entonces 6" o T(6%). De esta

manera:

cC.S.
0¥ - 9*y0*c0' m

Como consecuencia del teorema anterior se formulan dos supuestos
asintoticos de gran importancia para la consistencia del teorema del
estimador de minimos cuadrados para un modelo no lineal perturbado.

Hj, : f(X;,0%)yu (X;,8") sonfunciones continuas en ©, para cualquier
XenX.

CAf(X0%)  au(x;6*)
C T ag*

H, son funciones continuas y acotadas en 0.

3.2. CONSISTENCIA DE LA FUNCION DEL ESTIMADOR 8*

Para formular el teorema de la consistencia del estimador 8* del modelo no
lineal perturbado se supone satisfecha la condicién de estimabilidad i,,.

Ademas, las propiedades de la funcion escalar h (*), desarrolladas en el
capitulo anterior, son utilizadas también para ampliar el teorema de
consistencia a matrices singulares, objetos de estudio del presente
trabajo de grado.

TEOREMA 12: CONSISTENCIA DEL ESTIMADOR 8*

Dada la funcion escalar k () y el cumplimiento de todas sus propiedades
anteriormente seflaladas, entonces ¥ 8* € @, se tiene que:

| 1F00) + anutr, 09— £00,0) — ayu(x) | £@x)=0
X
o h(8") =h(6)

-~ C.5. —
Porlocualh (8*) — h (6),cuandon - oo,
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DEMOSTRACION

Se considera el conjunto

9”={9*69

:f;[f(x,e*)+ an p(X,0%) — f(X,0) — a, u(X,0) ] §(dx)

<

De acuerdo con el Teorema de Consistencia para el estimador 6 y el lema
4, entonces

- -~ c.5.
6" converge a 0%, es decir, 8* — 8%,

De la continuidad de h (%), se sigue que todos los puntos de h(6%)
convergen, casi seguro a h(8%). Se concluye que

C.S. —
h(6%) = h(8)
De tal manera que

R(6*) S h@)m

Normalidad asintética del estimador de minimos cuadrados en un
modelo no lineal perturbado

Finalmente se llega ala conclusion mds importante del presente trabajo de
grado: La estabilidad asintotica del estimador de minimos cuadrados para
el modelo no lineal perturbado, el cual queda demostrado mediante el
siguiente teorema de Normalidad Asintética.

TEOREMA 13: NORMALIDAD ASINTOTICA DEL ESTIMADOR 8*

Sea la secuencia {X;} convergente a { en el sentido de la definicién 1.2.1. Se
supone, ademas que las funciones f(X;, %), u(X;, 80*), a, y h(6*) cumplen
con las propiedades anotadas en los apartados anteriores y satisfacen todos
los supuestos alli referenciados, entonces para el estimador 6*, definido
para el modelo no lineal perturbado, la secuencia \/r_llh(é") —~ h(é)]
converge, en distribucion a una magnitud aleatoria distribuida de la forma

{ (X, h(é‘)), para lo cual se escribe

- . d o ah(8*) - 3h(8")
Valh(@") - k(@] > ¢ (X.h(8%)) ~ N (0, gt | oM €O |e-=a),
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Cuando n — oo, donde la eleccién de la matriz g- inversa, M~ (¢, 8), es
arbitraria.

DEMOSTRACION CONSTRUCTIVA

Como es el en sentido de la definicidn 1.2.1, entonces existe un disefio € en
X, tal que

Sg= XxX: (XD >0}y lim & (X} = §({X}) paratodoX e X

De acuerdo con el supuesto Hj, la funcién f () es doblemente continuay
diferenciable en 0, luego, para esta funcion es considerado en el espacio de
Hilbert, £,(¢),un operador lineal Py que actiia sobre algtn funcional @, de
manera que:

(Po ®)xy = fEXIM*(£,0) [ fI(X) @(X)EX)  (1.23)

Donde M* esla matriz de informacion introducida por Kiefe y Wolfowitz
[1959], como

M*(£,0)= | foX)fg(X)E(dX)

X

Segtin el supuesto H;p, en el conjunto 8% est4 definida la funcién h(), con
derivadas

_aha(;g) # 0 que da cumplimiento a la convergencia 8 ~ 6 y existe un
funcional Ay, continuo ydefinidoen £,({) alR,donde Ay = Azy
oh( )
= A I L
a0, o[{fe}il p

Porlalinealidad de Ag, entonces

() = AplPelfs);l,.i=12,..,D (1.24)

a0,

Mediante las ecuaciones 1.23 y 1.24, se tiene

ah( 9) 3 A i \ ol ¥
56, = Ao |fi COMT0) | foCOf] ()E(aX)
Representando u®) = fEOM*(£,6) M(£,0)}; =

fx fa,(X) fg"i (X)¢, (dX), se escribe
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oh(O) .
00, _ H (6) (M(£,0)};

(Es la parcialde h(8) ensu i — ésima componente)

Ademids
uj(0) = Ae[ng {M*(¢,0)} 'f]
(Esla componente de u(8) enla j — ésima posicion)
Por el Teorema 9 (parte ii), se cumple para8 € @
0 ~8 - Ly(§) = Lz(¥)
Y parau” (@) f(0) se debe cumplir que
kT(0%) f(6%) = uT(8) f(6)

En efecto, para algtin funcional @ de £,(¢&), respecto a fg(X), es posible
escribir

(Pg, @)y = (1"(8) £(8),@ )¢

p
= > 45 [ M*(£,0)} )]
j=1

= | UeX)};X)P(X) §(dX)
x
Nuevamente por la linealidad de A,

14
49[Py, ] = 4g IZ 17 M (8.0 | (a00}XE) §(aX)
=1

X

Como# = 6,sededuce que

Aﬁ{Pﬂ't¢] = (#T(G_) f(g_)r(b ),f

De acuerdo con el lema 1 y bajo el supuesto asintético H,, la secuencia
{I.‘J"(Y")]T1 de minimos cuadrados satisface

™(Y™) earg min (6, Y™) (1.25)
€

De forma que Y*{Y(X;),Y (X1),...Y (X,) }.
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o\ partir de este espacio se verifican las condiciones de convergencia a
una magnitud aleatoria  , con media ceo (0) y varianza basada en la funcion
escalar h(*)

Inicialmente el soporte de puntos del disefio ¢cse define como
Se={XeX:§((XH >0}

Deacuerdo con la condicion de estimabilidad 1.18 (parte i) y para algin € >
0, 8%y 6*¢ S¢, entonces

Se= {0emt®): |f¢.0°)-FC0)| < €}
Luego:

ot =0 con 6%~ 6"

ollf .07y - £C.o0l;
agt I

Por lo tanto:

IF 6= £Co ) S o

De tal modo que se obtiene
flX, 0"(N] = fIX,6(N)].

Aplicando el Gran Teorema del Limite Central para el modelo no lineal
perturbado en este trabajo de grado, se obtiene, en consecuencia que

g({x: (f (X,0) + an,u(X;-,éJ) = f(X,0") + au(X,0%) ]) =1
Asi:

EX : uT (8*())f (6*‘(1’)) = uT(O)f5(X)} = 1.
De tal manera que:

dln (87.¥™) 2 e -
—VnuT(0%) 22 g = 2 B uT(0) - F(XDE

Delaindependenciade X;, E{§;} =0y Var {§;} = o2

Nuevamente, por el Teorema del Limite Central, se debe obtener para el

estimador 8*, la siguiente convergencia en distribucion:

aJ, 07,Y™)
aeg*

Donde D es de la distribucion normal

d
—Vnu" (%) lg# = v~ N (0,4D).
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D= a2u"(6) M (§ 6)u(0).

Por el Teorema 4

N I o W i 0*f (X,6)
330 T~ "2 [f(X 6) - (X, Ol —gegger §(dX)
+2M(¢,0" )

Entonces, para n — oo, se deduce que:

%1, (x Y™ Rz . an(8)
ur (o) T D | T T (0)M(E,0%) = 2 [252] |,
Luego:
oh(6")

2Vn 35+

] [gn(8° — 9”}—» v~XN (0,4D).

Aplicando de nuevo el desarrollo de Taylor para funciones de primer grado,
se obtiene:

Va[h(68*) — h(6)] = Vn [h(8") — h(6%)]

dh(o
‘/'_[ aét'j")] IER(Y) (9‘ - 9#)

casi seguro
Cuandon = o.Donde §,(Y) ——

e*.
Ademés:

8h(0") NELIC)
aH*T 5n(Y) ag*‘r

|g#,m =
Finalmente:

Vi [h(6°) = h(@)] > 2 ~ N (0,D),n - w.

NS

Entonces:
dh(6™)
ae*

= Ag*[Pg+, {for}i]l = u"(8*){M(,6%)};

8%)

La expresion [ ] |5 estd en el rango de la matriz M (¢,0 ), lo que trae

como consecuen(:la que D = a?uT(Q)M(£,8)u(8)y

- [52 wco (387] 1)

Para alguna g -inversa de la matriz de informacién M (£,6). m
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Resumen

En el programa de Ingenieria de Sistemas de la Corporacion Universitaria
Americana se vienen desarrollando diferentes estrategias para la ensefianza de las
ciencias basicas y las asignaturas de propias de la propuesta académica.

En ese contexto, los procesos investigativos se llevan a cabo mediante proyectos de
aulas donde los estudiantes se integran a los mismos mediante trabajos grupales, en
los que ponen en préctica los conceptos estudiados en clases y resuelve situaciones
que implican una inmersion contextual en las areas mas significativas para su futuro
profesional.

En consonancia, de manera sistematica y como elemento diferenciador las
matematicas y se muestran como una rama del conocimiento que se articula de
manera armonica con las diferentes contenidos y otras asignaturas que componen
el plan de estudios de la Ingenieria de Sistemas.

Por tal motivo, en este documento se da cuenta de una de las experiencias que se
llevaron a cabo para generar investigacion, motivacion y la contextualizacion de las
ciencias basicas.

Palabras clave: criptografia, algebra lineal, programacion
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Introduccion

El aprendizaje de las matematicas ha sido una de las problematicas mas
recurrentes enlosultimos afios anivel universitario, estudios sobre desercion
en los programas de ingenieria dan como resultado que estudiantes de los
programas mencionados abandonan los estudios debido al bajo rendimiento
que tienen en asignaturas relacionadas con el algebra y trigonometria,
calculos ecuaciones diferenciales, entre otras.

Deacuerdoainvestigadorescomo Alan Bishop (1999),unadelascausaspor
las cuales el aprendizaje de las matematicas se hace dificil es 1a forma en que
son ensefadas, porlo general con aplicaciones de los conceptos matematicos
con ejemplos y ejercicios que se encuentran descontextualizados de la
realidad de los estudiantes, lo cual conlleva desmotivacion en el estudio
generando posiblemente el bajo rendimiento en asignaturas del ciclo basico
de ingenieria.

Por otro lado, la asignatura de algebra lineal que hace parte del ciclo
de formacion basica de los estudiantes de Ingenieria de Sistemas de la
Corporacion Universitaria Americana, se presenta por lo general con una
area abstracta donde las tematicas son ajenas al contexto tanto ingenieril
como de lo cotidiano, este escenario se refleja en dos situaciones, la primera
en la poco motivacién hacia el estudio de la asignatura y la segunda en lo
referente al rendimiento académico en los diferentes cortes en que se evaliia
el semestre.

Asi mismo, los hechos descritos en el parrafo anterior propenden a un
bajo desarrollo de competencias que evidencia a largo plazo en evaluaciones
de la calidad de la educaciéon superior, llamadas en Colombia Pruebas
Saber Pro, en las cuales el promedio del estudiante de la Corporacion que
la presentaron estuvo por debajo de la media nacional para el nacleo de
razonamiento cuantitativo, el cual agrupa las areas de ciencias basicas. (Ver
grafico 1)

En el grafico 1, se muestran los resultados obtenido por los estudiantes
de ultimos semestres de Ingenieria de Sistemas en las Pruebas Saber Pro
aplicadas en el afio 2012. La estructura del examen toma en cuenta ntcleos
de competencias genéricas; Razonamiento Cuantitativo, Lectura Critica,
Ingles, Escrituray Competencias Ciudadanas. Los resultados de las mismas
se interpretan de acuerdo a dos promedios, el primero es el obtenido por
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Referencia
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u Promedio Americana

Gréfico 1. Resultados.
Fuente: Instituto Colombiano de Evaluacion de la Educacion - ICFES -

todos los estudiantes que presentaron la prueba independientemente del
programa académico ese es el llamado promedio nacional, el segundo es el
del grupo de estudiantes de ingenieria y afines que presentaron la prueba,
este es llamado grupo de referencia.

De acuerdo con lo anterior, los estudiantes presentan un nivel de
competencias menos al obtenido por el grupo de referencia, estos resultados
si bien no reflejan el desarrollo actual de la institucion en los procesos
educativos, si son un indicador del bajo nivel de desarrollo de competencias
y que debe trabajarse al respecto.

De igual forma, los estudiantes de algebra lineal al tiempo desarrollan la
asignatura de Programacion II, donde se incluyen temas como vectores y
matrices, como métodos de ordenacion, buisqueda, insercién entre otros, al
respecto llama la atencion que los cursantes de estas asignaturas presentan
problemas de compresion, motivacion y bajo rendimiento académico.

En consecuencia, en compafiia de la docente del area se estructuro un
proyecto de clase en el cual se aplicaran los temas de matrices desde el
punto de vista del algebra lineal y desde la perspectiva de la programacion
11, el resultado de esta reflexion fue un trabajo formativo en el cual debian
disefiar un programa en el lenguaje de programacion java, que codificara
informacion mediante el uso del producto e inversa de matrices.
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Desarrollo

El algebra lineal en su maxima expresion es una rama de las matematicas
que mas aplicaciones tiene en las diferentes areas del conocimiento, sin
embargo, muchos de los textos que sirven de guia no se enfocan en la
articulacion de los temas con la vida cotidiana de los estudiantes que toman
estos cursos, en este caso de los estudiantes de ingenieria de sistemas. Por
lo general los docentes se apegan fielmente a los temas y la forma en que los
libros muestran los diferentes topicos y tematicas de la materia, en cierto
punto traslapan curriculo con la pedagogia, situaciéon que no esta acorde
con el objetivo del ciclo basico de ingenieria el cual es servir de transito de
conocimiento entre lo cientifico y la cotidianidad.

De igual forma, los estudiantes de la institucion presentan bajo
rendimiento en las asignaturas relacionadas con la programacion por lo
que desde la Decanatura de la Facultad se hizo un llamado para proponer
estrategias que permitieran motivar el mejoramiento de los resultados en
programacion I1y que los estudiantes perciban de otra forma el aprendizaje
del algebra lineal.

Lapropuestade los docentes de las asignaturas mencionadas en el parrafo
anterior fue la tomar un tema central con lo son las matrices y disefiar un
programa que permitiera mostrar una de las muchas aplicaciones de las
mismas, en este caso se escogio la criptografia.

La criptografia es una de las aplicaciones de las matematicas, que ha
tenido un desarrollo amplio en los tltimos afios. Luego de la segunda guerra
mundial donde fueron usados muchos criptogramas paraenviarinformacion
cifradas entreslo diferente frentes de batalla, las investigaciones en esta area
han proliferado en los paises desarrollados y en algunos de América latina.

Por otro lado, una aplicacion practica del algebra lineal es la relacionada
con la encriptacion de informacién por medio de matrices y sus inversas, de
esta forma se incentiva el estudio de esta asignatura entre los estudiantes
de ingenieria, quienes muchas veces indagan sobre la forma en que pueden
aplicar los conocimientos que adquieren en la Universidad en su vida
profesional o cotidiana.

Sin embargo, el método de encriptacién por medio de matrices se torna
un poco extenso debido a la cantidad de operaciones que deben llevarse a
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cabo para poder codificar un mensaje. Por lo que se planteé a los estudiantes
el disefiar un programa de computacion que permita codificar y decodificar
lainformacion mediante el uso de la inversa de una matriz

Kerckhoffs recomienda, en su articulo, que los sistemas criptograficos
cumpliesen las siguientes reglas, que efectivamente han sido adoptadas por
gran parte de la comunidad criptografica, son las siguientes:

En criptografia se definen varios niveles de seguridad en los cuales se pueden enmarcar los diferentes algo-

ritmos criptogréficos:

1. Secreto Perfecto: El mensaje es seguro frente a tiempo y recursos ilimitados.
En este tipo de cifrado el tamafio de la clave es mayor o igual que el tamafio del texto a cifrar,

2. Secreto Computacional: El mensaje es seguro frente a ataques con tiempo y recursos limitados.
Ejemplo: Criptosistemas de clave piblica.

3. Secrelo Probable: El mensaje se encuentra probablemente seguro.
Ejemplo: Criptosisternas de clave privada.

4. Secreto condicional: La seguridad del mensaje depende de las caracteristicas de sus entorno.
Ejemplo: Un mensaje no cifrado o cifrado utilizando criptosistemas cldsicos, que se envia a través de
una red "segura".

Grafico 2: Reglas de Kerckhoffs para la codificacién de informacion.
Fuente: Tomado de Ferndndez (2004)

Enlaactualidadlos codigos masusados paralacodificacion deinformacion
son el DES (Data Encryption Standard) escogido por FIPS en los Estados
Unidos en 1976, y motivo el concepto moderno del cifrado por bloques y su
criptoanalisis.

El método de encriptacion mediante matrices se sintetiza de la siguiente
manera:

El primer paso es fijar asignar a cada letra alfabeto un nimero del 1 al
26 iniciando con A=1, luego los caracteres de la frase son reemplazados
por los niimeros asignados, de esta manera el mensaje se convierte en
una secuencia de numeros; posteriormente se construye una matriz
con la secuencia de los niimeros anteriores de forma tal que se pueda
multiplicar por otra matriz que se llamara “matriz candado”, es decir, el
numero de columnas de la matriz formada por la secuencia de nimeros
debe tener el mismo ntimero de filas de lamatriz candado; el tercer paso
es multiplicar las matrices, el resultado obtenido de la multiplicacion
se coloca en unvectory es el mensaje a enviar.

El programa que los estudiantes debian realizar también incluia la
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implementacion del proceso contrario, es decir cuando el receptor recibe el
mensaje encriptado como lo va a decodificar.

Por lo tanto, luego de encriptar el mensaje el siguiente paso era armar la
inversa de la matriz candado que se convierte en la matriz llave y luego se
multiplica esta por el mensaje recibido, esto arroja una matriz secuencia
de nimeros donde a cada uno de los cuales se les asigna una letra y de esta
manera decodificar el mensaje enviado.

La asignacion del trabajo se hizo usando la plataforma educativa Moodle
y los resultados se expusieron por parte de los estudiantes, la calificacion
obtenida era valida para las dos asignaturas.

Resultados
Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Los estudiantes se mostraron interesados en las tematicas de tal
forma que muchos se vincularon a los semilleros de investigacion
de las Facultad, asi mismo, se motivaron en el trabajo en equipo y
manifestaron que el aprendizaje fue mas efectivo que cuando se usaron
metodologias tradicionales de solo ejercicios y explicacion por parte
del docente.

De igual forma, el rendimiento académico del estudiante tuvo una
gran mejoria los cual da elementos de analisis y de continuidad con
estrategias que integren el algebra lineal con la programacion I1 en los
siguientes semestres académicos.

A continuacién, se muestran dos imagenes de uno de los programas
desarrollados por los estudiantes en lenguaje de programacion Java.
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Imagen 1: Pantalla que muestra parte del cédigo fuente del programa
Fuente: Tomada por el autor.
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Imagen 2: Pantalla que muestra ejecucién del programa de criptografia
Fuente: Tomada por el autor.
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Resumen

El proceso de predecir con mayor precision un fendmeno fisico comienza por lo general
con la recoleccion de los datos, a partir de estos se intenta modelar matematicamente
la situacion, sin embargo, durante ese proceso es posible que se presenten errores de
diversa indole que inciden en los resultados y que conllevan a la disminucion de poder
predictivo del modelo matematico que modela la experiencia.

Es en este contexto que desde el algebra lineal se presenta el método de aproximacion
por minimos cuadrados cuyo objetivo consiste en una curva que mejor represente
los datos de mediciones y asi aumentar la eficacia de los modelos matematicos. Sin
embargo, en el método no se toma en cuenta la existencia del ruido blanco.

Es asi que en 1960, Kalman presenta un conjunto de ecuaciones que toma como base
el método de aproximacion por minimo cuadrados aportando una nueva forma de
expresar los modelos en la que incluye las incertezas producto del ruido blanco, esto

constituye labase de lo que se ha denominado el filtro de Kalman.

En el presente articulo se muestra una aplicacion del filtro de Kalman a una experiencia
de laboratorio de fisica en el caso del movimiento parabdlico.

Palabras claves: Filtro de Kalman; filtrado de senales; movimiento parabdlico.
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Introduccion
En palabra de Solera (2003):

La importancia de estudiar el algoritmo de Kalman radica en que se
constituye en el principal método para estimar los estados de los sistemas
dinamicos representados en forma de espacio de estados (State-Space),
y que tiene muchas aplicaciones”. El filtro tiene su origen en el articulo
de Kalman (1960) y describe una solucion recursiva para el problema de
filtraje lineal de datos discretos. La derivacion de Kalman estaba dentro
de un contexto mas amplio de modelos de espacio de estados, donde el
énfasis es el estimador por minimos cuadrados recursivos. El filtro de
Kalman (FK) ha tenido un gran progreso en parte debido a los avances
tecnoldgicos en la computacion digital y ha sido objeto de amplias
investigaciones y aplicaciones, en particular en el area de navegacion
autonomay asistida en misiles de rastreo, en economia, entre otras.

La notacion de espacio de estados es esencialmente una forma
conveniente para la estimacién de modelos estocasticos donde los errores
son asumidos en la medicion del sistema, permitiendo lidiar con una
vasta gama de modelos. Aplicaciones particulares usan componentes
y parametros que cambian en el tiempo y no son observables. Las
aplicaciones de desarrolloy principios del FK ocurrieron durante la guerra
fria entre la Unién Soviética y el bloque conformado por la Organizacion
del Tratado del Atlantico Norte y los Estados Unidos de América, debido
a que en los aflos de la década de 1950 los soviéticos lanzaron el primer
satélite artificial y el primer vuelo espacial tripulado. Este hecho condujo a
un aumento en la inversion en el area aeroespacial en los Estados Unidos.
Como consecuencia se dieron los progresos para llevar al hombre a
luna, es en este contexto donde se presentaron problemas con los datos
provenientes de diferentes calculos de trayectorias de vuelos. En los afios
de 1960 Kalman fue invitado como orador para explicar su algoritmo a los
ingenieros de la NASA que trabajaban en el proyecto llamado Apolloll. El
uso del FK fue una herramienta determinante en el éxito de la mision en
1969 (Grewal & Andrews, 2000).

En afios recientes, en México fue usado para la prevision del clima en
tiempo real. El problema que motivo la aplicacién del FK es que el pais esta
clasificado como uno de los 30 paises del mundo mas expuestos a tres o mas
tipos de riesgos naturales especialmente por el aumento de los niveles de
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lluvia que inciden proporcionalmente en la hidrografia. El objetivo consistio
en aplicar el FK para determinar una alerta contra eventos climaticos
extremos conectados con la variabilidad climatica, obteniendo como
resultados un sistema altamente confiable en la prevision de ciertos eventos
con un error minimo (Indoval, 2010).

En Colombia, fue usado en la prevision de la temperatura de varias
ciudades, estas eran tomadas en una base climatica durante los meses de
mayo a octubre. Al aplicar el FK se consiguié aumentar la confiabilidad de
la prevision de la temperatura (Dorado, 2012). En Portugal fue usado para
realizar un estudio comparativo entre las observaciones de la temperatura
del aire a 2 metros en cuatro estaciones sindpticas portuguesas y sus
respectivas previsiones hechas por el modelo de prevision numérica del
tiempo del European Centre for Medium-Range Weather Forecasts
(ECMWF). Se mostro que existen errores sistematicos en las previsiones
del modelo, que varian conforme la hora del dia, la estacién del ano y de
local alocal.

De esta forma, fue desarrollado un FK para corregir las previsiones
hechas por el modelo del centro europeo paras las ciudades de Lisboa,
Porto, Coimbra y Guarda. Entre las ventajas del FK cuando es comparado
con otras técnicas estadisticas, esta el hecho que este puede actualizar
recursivamente los parametros, permitiendo adaptarse a las alteraciones
hechasenelmodelode prevision numéricade tiempoytambién adiferentes
situaciones meteoroldgicas que pueden variar significativamente a largo
del afio (Libonati, 2004).

En Argentina se implementé el FK para suavizar las trayectorias de
geolocalizacién, consiguiendo reducir el error en las medidas hechas con
dispositivos médviles (Bianco, 2013). En este sentido el primer Sistema
de Posicionamiento Global (GPS), fue puesto en servicio en 1993 por el
Departamento de Defensa de los Estados Unidos de América. El filtraje
de Kalman desempefio un papel critico en el desarrollo del GPS, lo
que ha sido descrito como "un enorme FK”. Este FK tiene un vector de
estado del sistema general, incluyendo las trayectorias de los 24 satélites,
las velocidades de deriva y fases de todo el sistema de relojes y centenas
de parametros relacionados las variables atmosféricas y el atraso de
propagacion, como una funcion del tiempo y de localizacion. E1 GPS utiliza
receptores de precision en todo el mundo como sensores para estimar esas
variables.
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Asi mismo, cada receptor usa un FK para estimar su propia posicion,
y velocidad y para sincronizar el reloj del receptor con el tiempo del GPS
(Grewal & Andrews, 2000).

En Brasil, fue usado en la estimacion de tiempos de llegada de buses
urbanos considerando que esta prediccion depende de una serie de factores,
por ejemplo, atrasos en semaforos, nimero de pasajeros en puntos de parada,
etc. Estos factores aumentan significativamente el nivel de las incertezas
asociadas al proceso y la medicion. Con la implementacion los resultados
fueron satisfactorios en lo referente a la prediccién de los tiempos de llegada,
obteniendo un error porcentual medio menor del 3% (Gurgel, 2005).

En el presente trabajo se mostrara la aplicacion del FK a un conjunto de
datos obtenidos durante una experiencia de laboratorio de fisicamecanica, los
cuales luego de ser analizados mostraron un error en las posiciones descritas
por las imagenes de la camara que grabo el experimento. Con el objetivo
de presentar una aplicacién practica de este método en experiencias de
laboratorio.

Materiales y métodos.
Consideraciones importantes sobre el Filtro de Kalman

El FK puede usarse para tanto para filtraje de sefales, entendiendo esta
como los resultados obtenidos a partir de la aplicacion de un modelo, o
para predecir futuros estados del sistema establecido. Los sistemas que se
consideran para la aplicacion del filtro de Kalman son los sistemas dinamicos
estocasticos, los mismos pueden ser de tiempo discreto o de tiempo continuo.

En este articulo se tratara el caso del FK para tiempo discreto, para el caso
de filtraje.

Para lo cual se considerara la ecuaciéon de estado y de salida de un sistema
no estacionario con ruido modelado ast:

x(k+D=A(k)x(k)+B(ku(k)+v(k)
y(RW=C(R)x(k)+w(k)
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Donde A, B y C son matrices de variable real y que por lo general son
deterministicas, que representan modelos lineales que varian con el tiempo,
v(k) y w(k) son los procesos estocasticos de los ruidos blancos de media cero,
ademas de eso independientes, lo cual conlleva a las siguientes derivaciones:

E{v(l)} = E{w(k)} = 0
E{v(i)wT(k)]} = E{w(k)vT(k)} =0
E{wv(l)v" ()} = Q(k)
Efv()v™ ()} = 0Vk # j
Ew(ow” () = R(k)
Elwk)wT ()l =0Vk #j

Lo que genera que existan las matrices de covariancia que se llamaran Q(%)
v R(K) que son diagonales.

Para el caso que se presenta en el presente trabajo se hara un filtrado de los
resultados, lo cual se obtiene estimando # (k) conociendo las medidas y(0),

yD, ... y&).

Los resultados que resultan del proceso anterior de filtraje producen un
alisamiento del sistema, a partir de la estimacion z (k) (k-1) conociendo las
medidas y(0), y(1), ..., y(k) (Indoval, 2010).

Los pasos para laimplementacién del FK pueden resumirse de la siguiente
manera:

1. Comprender la situacién: Mirar el problema. Abordarlo desde el
punto de vista de sus bases matematicas. Esto es, establecer el modelo
matematico que mejor describe la situacion.

2. Modelo del proceso de estado: Se comienza con un modelo basico.
Puede que no funcione eficazmente en un principio, pero esto se puede
refinar mas tarde.

3. Modelo del proceso de medicion: Analizar como se mide el proceso. El
espacio de lamedida puede no estar en el mismo espacio que el estado.
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4. Modelo del ruido: El filtro de Kalman base supone ruido (blanco) de
Gauss, asi que la varianza y covarianza (error) significativa (es decir,
asegurarse de que el modelo del error es adecuado para la situacion).

5. Pruebadel filtro: Amenudo se pasa por alto, el uso de datos sintéticos si
es necesario. A ver si el filtro se comporta como deberia.

6. Afinar filtro: Trate de cambiar los parametros de ruido (filtro), como
este es el mas facil de cambiar. Si es necesario ir mas atras, puede que
tenga que replantearse la situacion.

2.2 Aplicacion

Fue grabado un video de la trayectoria de una esfera de cerca de 4 cm
de diametro lanzada manualmente con un cierto angulo, de modo que la
trayectoria se comporte como un movimiento parabdlico. Para registrar el
experimento fue utilizada una camera digital capaz de capturar imagenes con
1920x1080 pixeles de resolucion y 30 cuadros por segundo, enfocada haciaun
fondo de color claro de tal forma que capturara la imagen de la esfera cuando
estayaestabaen movimiento. Elmovimiento de la esferafue modeladousando
ecuaciones de la cinematica que relacionan posicién, velocidad, aceleracion
y tiempo. El modelaje se hace mas simple analizando el movimiento de
proyectiles separadamente en dos ejes, s y h, conforme a la Figura 1. Cabe
notar que esas ecuaciones son validas se despreciamos el efecto del aire y
consideramos la esfera como un objeto puntual, lo cual permite desarrollar un
buen modelo para el propdsito de este trabajo.

h L

W Wi

i b

h max

Figura 1. Movimiento parabdlico.
Fuente: Elaborado por el autorv
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Las ecuaciones de posicion y velocidad son las siguientes:

s(t) =59 + Vpst
Ve(t) = Vou
1,
R(E) = ho + Von = 5 gt

Ve(t) = Von — gt
Donde s() es la posicion en el eje horizontal en el instante ¢, h(®) es la
posicion en el eje vertical en el instante £, sg es la posicion inicial en el eje s,
ho es la posicion en el eje h, Vi, es la velocidad inicial en el eje s, Vi, es la

velocidad inicial en el eje h y g es la aceleracion debida a la fuerza de
gravedad.

Luego considerando el caso discreto para el Filtro de Kalman, las
ecuaciones anteriores pueden escribirse como:

s(t) =s(t — 1) + Vos(t — 1)At
Vo (t) = V(£ — 1)

1
h(t) = h(t — 1) + V,(t — DAt - Egdtz

V() = Vit — 1) — gdt

Lo cual puede ser escrito en forma matricial de la siguiente manera:

s(t) s(t—1) Vi(t—1)At 0
Vi(t) Vi(t - 1) o
h(t) hit—1) Vi(t — 1)At _-)ggrg
Vi(t) Vi(t = 1) “gAt

Adecuando la ecuacién matricial anterior al modelo de espacio de estados
dados por la ecuacidn:

a(k+1) = Ax(t) + Bult)
y(t) = Cx(t)

Obtenemos los siguientes vectores:

Vector de estados:
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s(t)
V.
2(1) «(t)
h(t)
Vi(t)
Matlriz A:
1 At 0 0
g 1 0 0
0 0 1 At
0 0 0 1
Matriz B:
00 @0
0000
B
0010
0001
Matriz C:
1 000
i 0 0 0
C
0010
0001

Veclor de enlradas:

0
0
1gAl

u(t) =

Las posiciones iniciales, posicion y velocidad fueron obtenidas de los
primeros cuadros del video de forma aproximada de tal forma que la matriz de
covarianza del error de estimacion P es escrita con los valores de su diagonal
proximos a uno (1) tomando en consideracion la buena estimativa inicial.
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50
1200
50
3000

#0)

1 0 00
0100
0010
0001 |

P(0)

Ademas de lo anterior las matrices Q y R fueron escogidas respectivamente
como:

€(0)

R(0)

En el siguiente item del presente articulo se presentan los resultados
obtenidos luego de llevar las anteriores ecuaciones matriciales al programa
MatLab.

3. Resultados y discusiones

A continuacion se presentan los resultados de la aplicacion del FK para el
caso del movimiento parabdlico descrito en el item anterior.

Teniendo en cuenta las diferentes variaciones que deben hacerse en la
matriz de covariancia de los errores, se fueron cambiando los valores de la
diagonal delamatriz que esrepresentadapor R, es decir se hicieroniteraciones
para20,7.5y3
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.~ Trayecroria observada
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Figura 2. Trayectoria de la esfera.
Fuente: Elaborado por el autor.

En la figura 2 se muestra las diferencias observadas entre el valor teodrico
de la posicion de la esfera y las imagenes tomadas por la camara digital, lo que
muestra que en las mismas hubo un error en la medicion.

L&)

Trayectoria tedrica
—5— Trayectorio observade

Filtraje con R=3

41

Figura 3. Filtraje con R=3
Fuente: Elaborado por el autor.
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— Traywctorio tedrico

—3— Troyectoric otservoda

Filtraje con Rs7.5

1l

4 i i i i i i
1] 100 200 300 400 500 [i21)1] 70

Figura 4. Filtraje con R=7.5
Fuente: Elaborado por el autor.

| i T

R i Troyectoria tedvics H H

. O Trovectoro observedo H 3

| : .t

1 . Fitrraje con R=20 o= h

0 100 200 300 400 500 600 00

Figura 5. Filtraje con R=20
Fuente: Elaborado por el autor.

En las Figuras 4 y 5 se muestra como la variacion del error en la matriz R,
conlleva a la reduccion de la covarianza de los errores en la medicién tomada
por la camara digital. La mayor aproximacion al valor tedrico se dio cuando
se hizo R=20, lo que permite inferir que la varianza del error estuvo cerca del
20%.
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4. Conclusion

La principal conclusion al respecto de la aplicacion del FK en este trabajo
es que el mismo muestra su eficacia en la correccion de errores provenientes
de diversas fuentes y que siempre generan una diferencia significativa con la
realidad.

Ademas de lo anterior, también cabe mencionar que ningin sistema
dinamico es 100% deterministico, ya que, de alguna forma, los sistemas
dinamicos siempre estan sujetos a variaciones muchas veces imperceptibles,
pero que afectan los resultados de experimentos.
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Resumen

La prueba Saber Pro es implementada en Colombia como una forma externa de medir
la calidad de la educacion superior. Sustentada en la ley 1324 de 20009, es realizada por
los estudiantes de tltimo afo de los programas profesionales, tecnoldgicos y técnicos
ademas es un requisito para acceder al respectivo titulo académico

De acuerdo con lo anterior, el Instituto Colombiano de Fomento a la Educacion
Superior establece que “El Examen de Estado de Calidad de la Educacién Superior,
Saber Pro, hace parte del conjunto de instrumentos estandarizados por el Ministerio
de Educacion Nacional para la evaluacion de la calidad de la educacion superior y
determina las competencias genéricas necesarias para un adecuado desempefio y las
competencias especificas de los estudiantes que estan proximos a culminar sus estudios”
(ICFES, 2017). Los componentes que se evaltian en la mencionada prueba son los de
razonamiento cuantitativo, comunicacion escrita, lectura critica, inglés y competencias
ciudadanas.

En ese sentido, las instituciones de educacion superior (IES) muestran un especial
interés en mejorar los resultados que los estudiantes obtienen en las pruebas Saber
Pro, ya que estos se interpretan como un indicador de la calidad de los egresados de las
diferentes ofertas académicas.

En el siguiente trabajo se presenta una forma de estimacion de los resultados que un
programa puede obtener, con base en la aplicacion del filtro de Kalman (FK), el cual
predice un estado de un sistema a partir del estado presente y el inmediatamente

anterior.

Palabras clave: Estimacion estocéstica, filtro de Kalman, Saber Pro, calidad académica.
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Introduccion

Las IES en Colombia se encuentran en la obligacion de inscribir a sus
estudiantes de tltimo afio en la presentacion de la prueba Saber Pro. Los
resultados de esta constituyen uno de los indicadores para determinar la
calidad de la educacion que vienen impartiendo.

Hay que mencionar ademas, que los resultados individuales son
contrastados con los promedios nacionales y un grupo de referencia. La
media nacional considera los puntajes de todos los estudiantes sin distincion
del programa al cual pertenecen. En cambio, el grupo de referencia toma en
cuenta todos aquellos programas similares y los que le son afines, por ejemplo,
el grupo de referencia de administracion de empresas y afines incluye ademas
de administracion, contaduria, negocios internacionales.

Consecuentemente, se considera que el programa obtiene buenos
resultados cuando el promedio de los resultados obtenidos estan iguales o
mayores ala media nacional o sobre el promedio del grupo de referencia en el
cual se asigno el programa académico, aunque en los informes de resultados
porIESel Instituto Colombiano de Fomento ala Educacion Superior ICFES)
se dan mucha informacion que da cuenta de como esta el programa en cada
uno de los nicleos de competencias evaluadas, se le da mayor relevancia a la
distancia de la media nacional o del grupo de referencia.

Por otro lado, luego de que el ICFES libera los resultados las IES realizan
los respectivos analisis de los mismo para poder realizar cambios y mejoras
en los programas académicos, sin embargo, hasta el momento no existe una
herramienta estadistica que pueda prever como seran los resultados de cada
uno delos programas que se presentan ala prueba Saber Pro. Frecuentemente,
las IES realizan simulacros para tener una aproximacion a los resultados que
los estudiantes pueden obtener. Sin embargo, esto no coincide muchas veces
con los resultados que son entregados por el ICFES.

En consecuencia, el FK se presenta como un método robusto que permitira
estimar los resultados que un programa académico puede obtener en las
pruebas Saber Pro. Esto puede ser una herramienta 1til, ya que con base en
los resultados es posible crear sistemas de alerta temprana y a la vez conocer
que puntaje deben obtener los estudiantes de manera progresiva para que la
media del programa académico este por encima de la media nacional o del
grupo de referencia.
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2. METODOLOGIA

El trabajo se dividi6 en cuatro etapas; la primera, busqueda de los resultados
historicos de los diferentes programas académicos de la Corporacion
Universitaria Americana, la segunda, un trabajo de laboratorio, en el cual
se ajustd el método del filtro de Kalman a las necesidades, en tercer lugar,
pruebas, en las que hicieron estimaciones de resultados y se compararon los
ya obtenidos, y la cuarta etapa, de ajuste del modelo obtenido a partir de la
implementacion del FK.

2.1. Resultados Histdricos

En esta etapa se van a analizar los resultados obtenidos en el componente
de competencias genéricas de un por un programa de la Corporacion
Universitaria Americana, desde el aflo 2011 hasta el 2014. Con estos datos,
que a partir de aqui denominaremos datos de prueba y con los elementos
conceptuales del filtro de Kalman se disefiara un modelo de estimacion para
cada una de las pruebas genéricas que se evaltian por parte del ICFES.

COMPETENCIAS GENERICAS 2011-2

ESCRITURA INGLES LECTURA CRITICA RAZONAMIENTO
CUANTITATIVO

= Promedio Grupo de Referencia NA  ® Promedio Nacional NA Promedio Americana NA

Grafico 1. Competencias genéricas 2011-2.
Fuente: Elaboracion propia.

En el grafico 1, se muestran los primeros resultados obtenidos por el
programa, aqui cabe considerar que fueron los primeros estudiantes de la
Institucion que presentaron las pruebas Saber Pro. Es posible notar que la en
tres de los cuatro nicleos de competencias se alcanzé un puntaje similar a la
media nacional.
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COMPETENCIAS GENERICAS 2012-1

COMPETENCIA ESCRITURA INGLES LECTURACRITICA ~ RAZONAMIENTO
CIUDADANA CUANTITATIVO

= Promedio Grupo de Referencia 8 Promedio Nacional » Promedio Americana

Grifico 2. Competencias genéricas 2012-1.
Fuente: Elaboracion propia.

En el grafico 2, se puede evidenciar que la tendencia se mantiene, en lo que
refiere a que los resultados obtenidos estan cercanos ala media nacional.

COMPETENCIAS GENERICAS 2012-2

COMPETENCIA ESCRITURA INGLES LECTURACRITICA  RAZONAMIENTO
CIUDADANA CUANTITATIVO

® Promedio Grupo de Referencia ~ ® Promedio Nacional = Promedio Americana

Gréfico 3. Competencias genéricas 2012-2.
Fuente: Elaboracion propia

En el grafico 3, se evidencia que los resultados cortaron la tendencia, los
resultados que igualaron la media nacional fueron los de razonamiento
cuantitativo, de igual forma se nota que en escritura el puntaje estuvo por
debajo de los promedios de afios anteriores.
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COMPETENCIAS GENERICAS 2013-1

COMPETENCIAS ~ COMUNICACION INGLES LECTURACRITICA  RAZONAMIENTO
CIUDADANAS ESCRITA CUANTITATIVO

¥ Promedio Grupo de Referencia ® Promedio Nacional ® Promedio Americana

Grafico 4. Competencias genéricas 2013-1.
Fuente: Elaboracion propia.

En el grafico 4, se comienza a marcar una nueva tendencia y es la estar por
debajo de la media nacional y mas distante en lo referente a lamedia del grupo
de referencia en todos los nuicleos de competencias evaluados.

COMPETENCIAS GENERICAS 2013-3

COMPETENCIAS COMUNICACION INGLES LECTURA CRITICA ~ RAZONAMIENTO
CIUDADANAS ESCRITA CUANTITATIVO

® Promedio Grupo de Referencia ® Promedio Nacional = Promedio Americana

Grafico 5. Competencias genéricas 2013-3.
Fuente: Elaboracion propia.

En el grafico 5, se muestra un comportamiento similar a lo destacado en
los graficos 3 y 4. La tendencia se mantiene en estar por debajo de la media
nacional.
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COMPETENCIAS GENERICAS 2014-1

‘ COMUNICACION ESCRITA INGLES LECTURA CRITICA RAZONAMIENTO
CUANTITATIVO

| ® Promedio Grupo de Referencia 10,00 ™ Promedio Nacional 9,90 * Promedio Americana 9,60

Grafico 6. Competencias genéricas 2014-1.
Fuente: Elaboracion propia.

Latendencia de estar por debajo de 1a media nacional tiene un cambio en el
afno 2014, los resultados del primer semestre de ese afio estuvieron cercanos a
lo obtenido en promedio por todos los estudiantes que presentaron la prueba
como se muestra en el grafico 6.

COMPETENCIAS GENERICAS 2014-2 |

COMPETENCIAS COMUNICACION INGLES LECTURA CRITICA ~ RAZONAMIENTO

CIUDADANAS ESCRITA CUANTITATIVO
s Promedio Grupo deReferencia ~ mPromedio Nacional = Promedio Americana

Griafico 7. Competencias genéricas 2014-2.
Fuente: Elaboracion propia.

De acuerdo con el grafico 7, la tendencia identificada en los graficos 34y 5
se mantiene, los resultados obtenidos por los estudiantes contintian estando
por debajo de la media nacional en la mayoria de las competencias evaluadas.
De igual forma, la distancia es mayor respecto al promedio del grupo de
referencia.
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2.2. Pruebas

El FK puede usarse para tanto para filtrado de sefales, entendiendo esta
como los resultados obtenidos a partir de la aplicacién de un modelo, como
para predecir futuros estados del sistema establecido. “Los sistemas que se
consideran para la aplicacion del filtro de Kalman son los sistemas dinamicos
estocasticos, los mismos pueden ser de tiempo discreto o de tiempo continuo”
(Solorzano, 2016).

En este articulo se tratara el caso del FK para tiempo discreto, para el caso
de prediccion de estados futuros.

Para lo cual se considerara la ecuacion de estado y de salida de un sistema
no estacionario con ruido modelado asi:

x(k+D=AKxK)+BkK)u®)+v(k)
y®=CKx&K)+wk)

Donde A, B y C son matrices de variable real y que por lo general son
deterministicas, que representan modelos lineales que varian con el tiempo,
v(k) y w(k) son los procesos estocasticos de los ruidos blancos de media cero,
ademas de eso independientes, lo cual conlleva a las siguientes derivaciones:

E{v(k)}=E{w(k)}=0

E{v(k) wT (K)}=E{w(k) v*T (k)}=0
E{v(k) vAT (k)}=Q(k)

E{v(k) VAT (j)}=0 Vk#i

Efw(k) w"T (k)}=R(k)

E{w(k) AT (j)}=0 Vk#j

Lo que genera que existan las matrices de covarianza que se llamaran Q(k)
vy R(K) y que son diagonales.

Para el caso que se presenta en el presente trabajo se hara un filtrado de los
resultados, lo cual se obtiene estimando x* (k) conociendo las medidas y(0),

yD, ... y&).
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Los resultados que arroja el proceso anterior de filtraje produce un
alisamiento del sistema, a partir de la estimacién x* (k-1) conociendo las
medidas y(0), y(1), ..., y(k) (Indoval, 2010).

Los pasos parala implementacion del FK pueden resumirse de la siguiente

manera:

Comprender la situacién: Mirar el problema. Abordarlo desde el
punto de vista de sus bases matematicas. Esto es, establecer el modelo
matematico que mejor describe la situacion.

Modelo del proceso de estado: Se comienza con un modelo basico.
Puede que no funcione eficazmente en un principio, pero esto se puede
refinar mas tarde.

Modelo del proceso de medicion: Analizar como se mide el proceso. El
espacio de lamedida puede no estar en el mismo espacio que el estado.

Modelo del ruido: El filtro de Kalman base supone ruido (blanco) de
Gauss, asi que la varianza y covarianza (error) significativa (es decir,
asegurarse de que el modelo del error es adecuado para la situacion).

Prueba del filtro: A menudo se pasa por alto, el uso de datos sintéticos si
es necesario. A ver si el filtro se comporta como deberia.

Afinar filtro: Cambiar los parametros de ruido (filtro), como este es el
mas facil de cambiar. Si es necesario ir mas atras, puede que tenga que
replantearse la situacion.

De acuerdo a lo descrito en parrafos anteriores, la forma que toma el filtro
de Kalman para el caso unidimensional es el siguiente:

Doénde:

Est, Representa el estado en el tiempo t, en este caso, el valor que se desea
estimar en la prueba genérica de Saber Pro. 3.
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Est,_, Considera los valores del estado en el tiempo anterior, es decir, el
puntaje obtenido en la prueba en el semestre anterior.

MED. Medidas, en este caso se tomara la media nacional en el componente
a estimar, de la Prueba Saber Pro.

Egs, Errorenlaestimacion.
Eygp. Errorenlas medidas, para este caso se tomara como la varianza.

KG Es el valor del vector de ganancia de Kalman, definido como
Egst
Esty + EmEp.

RESULTADOS

Con un error en la estimacion de uno, se pudieron calcular los siguientes
valores para las estimaciones promedios para el programa académico del
item 2.1. y siguiendo todos los pasos descritos en la etapa de laboratorio 2.2.
Se llevaron a cabo las pruebas y ajustes de la estimacion para las pruebas
genéricas de Saber Pro.

En ese sentido, siendo el filtro de Kalman un método iterativo se hace
necesario comenzar conunosvaloresiniciales, aquiseranlos correspondientes
alos valores de lamedia nacional en el periodo anterior ala primera vez que el
programa presento estudiantes a las Pruebas Saber Pro.

Tabla 1.
Periodo 2011-2.

Periodo 2011-2

Resultado Desviacion
Prueba genérica |Promedio Tipica
Razonamiento
cuantitativo 10,14 1,15
Escritura 9,51 0,96
Ingles 9,99 0,91
Lectura critica 9,99 0,94

Fuente: Elaboracion propia.

Con estos, valores iniciales para la primera presentacion de la Prueba
se estimaron los resultados para las pruebas de los periodos 2012-1, 2012-1,
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2013-1, 2013-3, 2014-1y 2014-1. Lo calculado se muestra en las tablas 2 ala 7,

presentadas a continuacion.

Tabla 2.
Periodo 2012-1.
Periodo 2012-1

Resultado
Prueba genérica | Obtenido Estimacion
Razonamiento
cuantitativo 10,7 10,46
Escritura 9,9 9,69
Ingles 10,18 10,11
Lectura critica 9,97 9,89
Competencias
Ciudadanas 9,97 4,75

Fuente: Elaboracion propia.

Enlatabla 2, se presentan lacomparacion entre las estimaciones realizados
mediantes la aplicacion del FK y los resultados obtenidos en las pruebas
Saber Pro del periodo 2012-1. Los resultados estuvieron bastantes proximos
alas estimaciones, en especial para razonamiento cuantitativo, comunicacion
escritay lectura critica y distantes para competencias ciudadanas.

Tabla 3.
Periodo 2012-2.

Periodo 2012-2

Resultado
Prueba genérica  |Obtenido Estimacion
Razonamiento
cuantitativo 10 10,29
Escritura 8,6 9,34
Ingles 10 10,07
Lectura critica 9,6 9,77
Competencias
Ciudadanas 9,6 9,77

Fuente: Elaboracidn propia.

En la tabla 3, se presentan la comparacion entre las estimaciones
realizados mediantes la aplicacion del FK y los resultados obtenidos en las
pruebas Saber Pro del periodo 2012-2. Los resultados, estuvieron préximos
a las estimaciones, en especial para razonamiento inglés, lectura critica y
competencias ciudadanas.
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Tabla 4.
Periodo 2013-1.
Periodo 2013-1

Resultado
Prueba genérica |Obtenido Estimacion
Razonamiento
cuantitativo 9,9 9,9
Escritura 9,34 9,05
Ingles 9,87 9,04
Lectura critica 9,71 9,66
Competencias
Ciudadanas 9,16 9,37

Fuente: Elaboracidn propia.

Enlatabla4, se presentan lacomparacion entre las estimaciones realizados
mediantes la aplicacion del FK ylos resultados obtenidos en las pruebas Saber
Pro del periodo 2013-1. Los resultados, en esta ocasion estuvieron por encima
de las estimaciones para las componentes de comunicacion escrita, lectura
critica y en el caso de razonamiento cuantitativo el resultado coincidié con lo
estimado.

Tabla 5.
Periodo 2013-3.
Periodo 2013-3

Resultado
Prueba genérica | Obtenido Estimacion
Razonamiento
cuantitativo 9,67 9,79
Escritura 9,64 9,51
Ingles 9,87 9,87
Lectura critica 9,67 9,69
Competencias
Ciudadanas 9,86 9,52

Fuente: Elaboracidon propia.

Enlatabla 5, se presentan la comparacion entre las estimaciones realizados
mediantes la aplicacion del FK ylos resultados obtenidos en las pruebas Saber
Pro del periodo 2013-3. Los resultados, en esta ocasion estuvieron por encima
de las estimaciones para las componentes de competencias ciudadanas
y comunicacién escrita y en el caso de inglés el resultado coincidié con lo
estimado.
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Tabla 6.
Periodo 2014-1.

Periodo 2014-1

Resultado
Prueba genérica |Obtenido Estimacion
Razonamiento
cuantitativo 10,3 9,98
Escritura 9,74 9,7
Ingles 10,4 10,12
Lectura critica 9.5 9,58
Competencias
Ciudadanas N/A

Fuente: Elaboracion propia.

Enlatabla 6, se presentan lacomparacion entre las estimaciones realizados
mediantes la aplicacion del FK y los resultados obtenidos en las pruebas
Saber Pro del periodo 2014-1. Los componentes de inglés y razonamiento
cuantitativo estuvieron por encima de lo estimado, para el resto de las pruebas
existio una alta aproximacion. Cabe destacar que este periodo no se evalué las
competencias ciudadanas.

Tabla 7.
Periodo 2014-2.

Periodo 2014 -2

Resultado
Prueba genérica |Obtenido Estimacion
Razonamiento
cuantitativo 10 10,15
Escritura 9,23 9,45
Ingles 10,1 10,26
Lectura critica 9,7 9,6
Competencias
Ciudadanas N/A

Fuente: Elaboracién propia.

Enlatabla 7, se presentan la comparacion entre las estimaciones realizados
mediantes la aplicacion del FK ylos resultados obtenidos en las pruebas Saber
Pro del periodo 2014-2. Todos los componentes estuvieron proximos a las
estimaciones. Cabe destacar que este periodo no se evalud las competencias
ciudadanas al igual que en 2012-1.

98



José Solorzano Movilla, Diana Sudrez, Clara Colon

4. CONCLUSIONES

Luego del analisis de los resultados es posible hacer conclusiones respecto
a dos aspectos, el primero la eficacia del método y en el segundo sobre el
rendimiento del programa del cual se originan los datos utilizados.

En consonancia, el método del FK parala estimacion de estados se presenta
con alto grado de eficacia, el cual depende de los valores que tome el vector de
ganancia de Kalman, el cual es en realidad un corrector que permite actualizar
los valores a partir del estado inmediatamente anterior.

En el caso que se trato en el articulo, se pudo mostrar como el uso del FK se
convierte en una herramienta til para el mejoramiento de los resultados ya
que con el mismo se puede disefiar un sistema de alerta para evitar en cierta
medida alejarse de lamedia nacional o en use defecto determinar los puntajes
promedios que deben ser obtenidos por los estudiantes para superar la media
nacional.

Por otro lado, el rendimiento académico puede mejorar de igual forma
a partir de las estimaciones que pueden impactar en la actualizaciéon de
los contenidos y modelos pedagdgicos que permitan potencializar las
competencias en los estudiantes y de esta forma lograr resultados destacados
anivel regional y nacional en las pruebas Saber Pro.
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