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Resumen

Dependiendo del problema, el propésito basico de un estudio de clasificacion puede ser producir una correcta
clasificacion o descubrir la estructura predictiva del problema. Si nuestro objetivo es lo ultimo, entonces estamos
tratando de entender qué variables o interacciones de variables describen el fendmeno, esto es, dar caracterizacio-
nes simples de las condiciones que determinan cuando un objeto esta en una clase mas que en otra. Los Arboles
de Clasificacion y Regresion, en inglés Classification and Regression Trees (CART), deben su desarrollo a L. Brei-
man, J. Friedman, R. Olshen y C. Stone, autores del libro del mismo nombre, publicado en 1984 [Breiman y otros,
1984]. El objetivo de este articulo es dar a conocer desde el punto de vista tedrico en qué consiste esta técnica de
clasificacion.
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Abstract

Depending on the problem, the basic purpose of a classification study may be to produce a correct classification
or predictive discovering the structure of the problem If our goal is the latter, then we are trying to understand what
variables or interactions of variables describing the phenomenon, that is, give simple characterizations of the con-
ditions that determine when an object is In a class more than another. The Classification and Regression Trees,
Classification and Regression English Trees (CART), owes its development to L Breiman, J. Friedman, R. Olshen
and C Stone, who wrote the book of the same name, published in 1984 [Breiman et al, 1984]. The aim of this paper
is to report from the theoretical point of view it is this classification technique.
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Introduccion: Uso de datos en la construccion de clasificadores

Clasificadores como particiones Los clasificadores son construidos basandonos en
experiencias pasadas.
Definicidon 1.1. Un clasificador o regla de clasifi-
cacion es una funciéon d(x) definida en X tal que para En la construccion sistematica de clasificadores,
todo x, d(x) es igual a uno de los numeros 1,2,...,J. estas experiencias pasadas son resumidas en una
Otra manera de mirar un clasificador es definir A, muestra de aprendizaje.
como el subconjunto de X en el cual d(x)=j; esto es,
A={x € X/d(x)=j} Definicion 1.2. Una muestra de aprendizaje con-
J siste de datos (x,.j,),...,(X.J,) sobre N casos donde
Los conjuntos A A,,...,A son disjuntos y X=U, A. x €Xyj €{1,..J}, n=1,...N.
Esto es, los A, forman una particion de X.
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La muestra de aprendizaje es denotada por L , es
decir,

L={(Xpad s (Xd )}

Nosotros distinguimos dos tipos generales de va-
riables que pueden aparecer en el vector de medi-
ciones.

Definicion 1.3. Una variable es llamada ordenada
0 numérica si sus valores de medida son numeros
reales. Una variable es categoérica si toma valores en
un conjunto finito no teniendo un orden natural.

El propdsito del analisis de clasificacion

Dependiendo del problema, el proposito basico de
un estudio de clasificacién puede ser producir una co-
rrecta clasificacion o descubrir la estructura predictiva
del problema.

Si nuestro objetivo es lo ultimo, entonces estamos
tratando de entender qué variables o interacciones
de variables describen el fenémeno, esto es, dar ca-
racterizaciones simples de las condiciones que deter-
minan cuando un objeto esta en una clase mas que
en otra.

Arboles de clasificacion y regresion

Los Arboles de Clasificacion y Regresion, en inglés
Classification and Regression Trees (CART), deben
su desarrollo a L. Breiman, J. Friedman, R. Olshen y
C. Stone, autores del libro del mismo nombre, publi-
cado en 1984 [Breiman y otros, 1984].

CART

Partimos de una muestra de entrenamiento
(1.1)

(X, Y, )XY ) did ~

donde cada X=(X",....,XP) es un vector con p va-
riables aleatorias, que pueden ser todas continuas,
todas discretas o mezclas de ambas. Las variables Y.
son unidimensionales, discretas o continuas. Con la
muestra de entrenamiento, construimos una estructu-
ra del tipo arbol en dos etapas bien diferenciadas, en
la primera, determinamos el llamado arbol maximal y
en la segunda, aplicamos un procedimiento denomi-
nado de poda.

Veamos el siguiente ejemplo. Supongamos una
muestra de entrenamiento como en (1.1), con p=2, y
un arbol de 5 hojas como se representa en la Figura
1, donde las particiones se hacen en base a pregun-
tas sobre los atributos X'y X? y los c, son numeros
reales.

En la Figura 2, se aprecia como el espacio R? que-

da partido en regiones R, con i=1,....,5, donde cada
R, es un rectangulo de lados paralelos a los ejes.
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si
X'<c,

2.
X?<c,

FIGURA 1. Ejemplo de un arbol de 5 hojas
Una vez construido el arbol maximal, el predictor le
asigna a cada region (hoja) un determinado valor:

5
E[Y‘(XI,XZ)]:Z J j( XLX)1 (X" X?)ER}

donde, si Y esJ:(l:ontinua (arbol de regresion) esti-
mamos J , por
D AixLx) eRr}Y,
" card{i:(X,X?) €R,
(Promedio de los Y, en la region RJ.)
y si Y es discreta (arbol de clasificacion)

PN

S = la clase mas frecuente en Rj.

X2 A

5 6 15
R5
C
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c, . R4
R, N

3

FIGURA 2. Particion del espacio R?, segun arbol de la
figura 1

Una de las caracteristicas fundamentales de CART,
es que luego de obtenido un arbol maximal se inicia
una etapa de poda, en la cual se eliminan algunas de
sus ramas. Este proceso, se explica mas adelante.

Arboles de clasificacion
La estructura general y gran parte de los algoritmos
de CART son similares para regresion y clasificacion,

aqui solo abordaremos el desarrollo de los arboles de
clasificacion, que corresponden al caso en que Y

toma valores en {1,...,J} CN
Reglas de particion

El objetivo fundamental, que nos planteamos al
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construir una particién, es optimizar la homogenei-
dad de las regiones resultantes. En cada nodo del ar-
bol, nos proponemos aumentar la pureza de los dos
nodos obtenidos.

Las reglas de particion en un nodo, dependen
exclusivamente de los atributos, por lo cual son las
mismas tanto para clasificacién como para regresion.
Para el caso de atributos discretos, supongamos que

X toma valores en un conjunto finito {1,...,H}C
entonces las reglas son de la forma

X €CconCc{l,... H}

Lo que hacemos en CART, es ordenar los valores
que efectivamente toma cada atributo X*#j, sobre la
muestra de entrenamiento, elegir un punto intermedio
m entre cada par de valores consecutivos y solamen-
te considerar las reglas

Xism

Por lo tanto, el nUmero de todas las posibles reglas
es alo sumo n-1.

Criterio de particion de un nodo

Entre todas las reglas posibles de particion de un
nodo, debemos elegir la que mejor contribuya al au-
mento de la homogeneidad de sus dos hijos. Esto se
logra, definiendo una medida de impureza sobre la
variable de respuesta. Aqui si, es fundamental tener
en cuenta que estamos considerando que la variable
Y es discreta.

Empecemos definiendo funcién de impureza, como
una funcion ¢ definida sobre un conjunto de

J-uplas (p,,...,p,) € ', tales que
p,=0, vi=l,...J

! pj=l
=1

que verifica las siguientes propiedades:

¢ tiene un tnico maximo en (=7
¢ tiene minimo 0 y solamente lo alcanza en los puntos
de la forma

(1,0,....,0),(0,1,....,0),....,(0,0,....,1),

¢ es una funcion simétrica de (p,,....p)

Dada una funcién de impureza ¢, podemos definir
para cada nodo t de un arbol su medida de impureza
i(t), como

i(\=¢[(p, ®),...p, )]

donde p, (t) es la probabilidad condicional de que

un elemento pertenezca a la clase j, dado que perte-
nece al nodo ty puede estimarse en la practica, como
la proporcion de elementos de clase j en el nodo t. Es
claro, a partir de estas definiciones, que la maxima
impureza en el nodo t se da cuando todas las clases
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estan igualmente representadas y la minima se obtie-
ne cuando en t hay casos de un unico tipo.

Algunos de los criterios mas utilizados en CART,
como medida de impureza de un nodo, son:

1) La medida de entropia

J

i (t):_ij (t) log(pj (t)), definiendo 0 *log (0)=0
=1

El indice Gini

. J ]
1Gini (t)z-;pi (t) pj (H)=1- Z,[Pj OF

=

En el libro de Breiman [Breiman y otros, 1984, pag
38], se afirma que la eleccién de la medida de impu-
reza mas adecuada depende del problema y que el
predictor construido, no parece ser muy sensible a
dicha eleccion.

Supongamos entonces, que mediante una regla
hemos partido al nodo t en dos, t, (nodo izquierdo) y
t, (nodo derecho). Sea p, la proporcién de elementos
del nodo t que caen en el hijo izquierdo y p, la del
derecho.

Establecemos una medida de bondad de una parti-
cion s, para un nodo t, de la siguiente manera:

Ai(s,t)=i(t)-p', (t,)-p',, (t, )>0.

Es claro, que el aumento de la bondad depende
de la disminucién de la impureza, en los nodos hijos
en relacién al nodo padre. El criterio de seleccion de
la mejor particién s** en el nodo t, consiste en elegir
aquella que proporciona la mayor bondad

Ai(s™,)=méx . 1 Ai(s,0)}

donde y es el conjunto de todas las particiones po-
sibles del nodo t.

Impureza del arbol

Mediante las reglas de particion y comenzando
desde el nodo raiz, se van partiendo sucesivamente
los nodos. Una vez que termina el proceso de parti-
cion se obtiene un arbol, al cual nos va a interesar me-
dirle la impureza, es decir cuantificar conjuntamente
la impureza de todas sus hojas. Para eso, definimos
la impureza del arbol A de la siguiente manera

(A=), i(Op(0),

teA

donde A es el conjunto de hojas del arbol Ay p(t) es
la probabilidad de que un caso pertenezca al nodo t.
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En Breiman y otros, 1984, pag 32-33 los autores
demuestran un resultado fundamental, las seleccio-
nes sucesivas que maximizan Ai(s,t) en cada nodo,
son equivalentes a las que se realizarian con el fin de
minimizar la impureza global del arbol. Esto significa,
que la estrategia de seleccién de la mejor division en
cada nodo, lleva a la solucion éptima, en términos del
arbol final.

Regla de asignacion de clases

Una vez determinado que un nodo es terminal
(hoja), corresponde asignarle una clase. La manera
mas habitual de hacerlo es por el método del voto
mayoritario, que consiste en asignarle al nodo t la cla-
se j*si

p.()=mix_ {p(t)}
y en caso de empate hacer un sorteo.

Reglas de parada

Hasta ahora no hemos explicado cémo detener el
proceso de particion, es decir cuando declarar a un
nodo lo suficientemente puro y que no se justifique
partirlo.

De la forma como resolvamos este problema, de-
pendera el tamafo del arbol construido. Un arbol muy
grande, generara sobre-ajuste al conjunto de entre-
namiento y uno muy pequefio, puede contribuir a que
se pierda parte importante de la estructura de los da-
tos.

Un posible criterio de parada, podria ser el de utili-
zar las medidas de impureza definidas anteriormente,
declarando que un nodo es terminal si la disminucién
de impureza no supera determinado umbral. Umbra-
les muy bajos, generan arboles muy grandes, con los
inconvenientes ya comentados.

En cambio, umbrales mayores, pueden implicar
que un nodo no se divida, cuando en realidad, una
posterior particién de sus descendientes, si esta en
condiciones de generar un buen decrecimiento de
impureza. Otros criterio utilizados son, evitar partir un
nodo si la cantidad de elementos es menor que un
determinado umbral, por ejemplo menor que 5, o si
algunos de los dos nodos, que resultan de la particion
6ptima, no supera un umbral.

Por lo expuesto, el tamafio del arbol es un parame-
tro de ajuste fundamental para el modelo, por lo que
deberia escogerse en funcion de los datos (apren-
diendo de los datos).

La solucién a la que llegan Breiman y demas auto-
res, en [Breiman y otros, 1984], es primero construir
un arbol llamado maximal, con la Unica condicion de
no permitir nodos con muy pocos elementos, para
luego aplicarle un proceso denominado poda. Este
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consiste, en tomar el arbol maximal y sacarle aque-
llas ramas o sub-arboles que determinen beneficios
muy pequefos, en lo respecta a la disminucion de la
impureza.

Con este procedimiento se obtiene un sub-arbol,
que permite para determinados nodos, que una de
sSus ramas permanezca y la otra se pode, al contrario
de los criterios de parada anteriormente menciona-
dos, en los cuales el efecto es el equivalente a podar
simultaneamente ambas ramas.

La construccion del arbol 6ptimo, la haremos a par-
tir de un proceso de selecciéon de subarboles, en la
que interviene de manera fundamental el error aso-
ciado a cada uno de ellos.

Poda del arbol

El arbol obtenido es generalmente sobreajustado
por tanto es podado, cortando sucesivamente ramas
o nodos terminales hasta encontrar el tamafio “ade-
cuado” del arbol. Breiman et™al. (1984) introducen
algunas ideas basicas para resolver el problema de
seleccionar el mejor arbol.

Computacionalmente el procedimiento descrito es
complejo. Una forma es buscar una serie de arboles
anidados de tamafios decrecientes (De’ath & Fabri-
cius, 2000), cada uno de los cuales es el mejor de
todos los arboles de su tamafio.

Estos arboles pequefios son comparados para de-
terminar el 6ptimo. Esta comparacién esta basada en
una funcion de costo complejidad, Re (T).

Para cada arbol T, la funcién costo - complejidad
se define como (Deconinck et™al., 2006):

Ra (T) =R(T)+o/T| (1.9)

donde R(T) es el promedio de la suma de cuadrados
entre los nodos, puede ser la tasa de mala clasifica-
cion total o la suma de cuadrados de residuales total
dependiendo del tipo de arbol, |T | es la complejidad
del arbol, definida como el numero total de nodos del
subarbol y « es el parametro de complejidad.

El parametro ¢ es un ndmero real mayor o igual
a cero, Cuando «=0 se tiene el arbol mas grande y
a medida que « se incrementa, se reduce el tamafio
del arbol.

La funcion R, (T) siempre sera minimizado por el
arbol mas grande, por tanto se necesitan mejores es-
timaciones del error, para esto Breiman et™al. (1984)
proponen obtener estimadores “honestos” del error
por “validacién cruzada”.

Computacionalmente el procedimiento es exigen-
te pero viable, pues sélo es necesario considerar un
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arbol de cada tamarnio, es decir, los arboles de la se-
cuencia anidada.

Seleccién del arbol 6ptimo

De la secuencia de arboles anidados es necesario
seleccionar el arbol aptimo y para esto no es efectivo
utilizar comparacioén o penalizacion de la complejidad
(De’ath & Fabricius, 2000), por tanto se requiere esti-
mar con precision el error de prediccion y en general
esta estimacion se hace utilizando un procedimiento
de validacién cruzada.

El objetivo es encontrar la proporcién 6ptima entre
la tasa de mala clasificacion y la complejidad del ar-
bol, siendo la tasa de mala clasificacion el cociente
entre las observaciones mal clasificadas y el nUmero
total de observaciones.

El procedimiento de validacién cruzada puede im-
plementarse de dos formas:

Si se cuenta con suficientes datos se parte la
muestra, sacando la mitad o menos de los datos y se
construye la secuencia de arboles utilizando los da-
tos que permanecen, luego predecir, para cada arbol,
la respuesta de los datos que se sacaron al iniciar el
proceso; obtener el error de las predicciones; selec-
cionar el arbol con el menor error de prediccion.

En general no se cuenta con suficientes datos
como para utilizar el procedimiento anterior, de modo
que otra forma seria:

Validacion cruzada con particion en V, (v-fold cross
validation, se menciona mas adelante).

La idea basica de la “Validacién cruzada” es sacar
de la muestra de aprendizaje una muestra de prueba,
con los datos de la muestra de aprendizaje se calcu-
lan los estimadores y el subconjunto sacado es usa-
do para verificar el desempefio de los estimadores
obtenidos utilizandolos como “datos nuevos”.

El desempeno entendido como el error de predic-
cion, es acumulado para obtener el error medio abso-
luto del conjunto de prueba.

Como se menciond anteriormente, para la meto-
dologia CART generalmente se utiliza Validacion
Cruzada con particiéon en V (v-fold cross validation),
tomando V = 10 y el procedimiento es el siguiente:

Dividir la muestra en diez grupos mutuamente ex-
cluyentes y de aproximadamente igual tamafio.

Sacar un conjunto por vez y construir el arbol con
los datos de los grupos restantes. El arbol es usado
para predecir la respuesta del conjunto eliminado.

Calcular el error estimado para cada subconjunto.
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Repetir los “items” dos y tres para cada tamarfio de
arbol.

Seleccionar el arbol con la menor tasa de mala cla-
sificacion. Al llegar a este punto se procede a analizar
el arbol obtenido.

Ejemplo:

Como ejemplo suponga el arbol y los datos en la
Figura 1.1, donde se quiere determinar un conjunto
de reglas que indiquen si un conductor vive 0 no en
los suburbios.

Se concluye:

Car Type # Childr
SCddV sports, truck / \
@ Car Type

sedan sports, truck  sedan / pons truck

Car type Chd
sedan
sports
sedan
truck
sports
sedan
sedan
truck
sedan
sedan
sports
sedan
sports
truck

FIGURA 3. Ejemplo de arbol de clasificacion

Age
23
31
36
25
30
36
25
36
30
31
25
45
23
45

0\

o|lv|a|o|a|v|=m|ojlojo|v|a|a|o

Si Age<30 y CarType = Sedan entonces Si

Si Age<30 y CarType = truck/Sports entonces No

Si Age > 30, Children = 0 y CarType = Sedan en-
tonces No

Si Age > 30, Children = 0 y CarType = truck/Sports
entonces Si

Si Age > 30, Children > 0 y CarType = Sedan en-
tonces Si

Si Age > 30, Children > 0 y CarType = truck/Sports
entonces No

Conclusion

La metodologia CART es una técnica de clasifi-
cacién no paramétrica, la cual se puede usar como
alternativa a otras técnicas estadisticas o heuristicas
en el analisis de clasificacion. Uno de los trabajos
que se ha venido adelantando en los ultimos afios es
la comparacion de la eficiencia de esta técnica bajo
ciertas condiciones frente a otras comunmente utili-
zadas.
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